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座標の変換は，物理学において重要であり，特に，力学，

電磁気学，相対論，量子力学で必要となる。また，いくつ

かの解釈，いろいろな応用があり，学ぶ上で注意が必要で

ある。前号の紀要で一部触れた物理学における座標変換の

意味と意義についてさらに詳しく述べる。 

 

○座標変換による物理量や法則の変換 

座標の変換は観測の立場を変えること。観測者は物差し

と時計を持っている。空間と時間の枠（座標軸）を設定し，

座標を求める。この設定を座標系という。二人の観測者が，

互いに移動していたり，向きが異なる場合，対象物はどの

ように見えるかが，対象物の特質と関係することがある。

物理学において，互いの座標系の変換（座標変換）により

種々の物理量や法則がどのように変換されるかが重要と

なる。 

たとえば，ニュートンの運動方程式を満たす座標系を慣

性系といい，慣性系とこれに対し一定の速度 v で移動す

る座標系とで粒子の運動を考える。粒子の位置ベクトルを

それぞれｒ，ｒ´とすると 

ｒ´＝ｒ－v t  

で，ガリレイ変換という。ニュートンの運動方程式は，最

初の座標系で 

F ＝𝑚
d2𝒓

  ｄ𝑡2
  

もう一方の座標系で，F ＝F ´であり 

F ´＝𝑚
d2𝒓´

  ｄ𝑡2
・ 

両者は，プライムの有無を除いて同じ形になっている。

後者の座標系も慣性系で，互いに等速移動する二つの慣性

系の座標変換で物体の運動を表す力学法則の形が変わら

ないという原理が成り立つ。[ 原理（数学においては公理

ともいう）：論理の展開の出発点になる言明。直接は証明 

できない。原理が正しいかは，それから導かれた結果が実

験で検証されるか否かで決まる。] 

物体の運動を表す古典力学の法則の形は，座標系の平行

移動，回転，ガリレイ変換に対して変わらない。 

物理の法則の多くは(微分)方程式で表され，広い意味の

座標変換に対し方程式の形が変わらないことを共変とい

い，変換に対する共変性は物理学の理論の原理に用いられ

る。 

本文では，座標変換から種々の物理量や物理法則の特質

が現れることを学ぶ。 

 

1．座標変換による位置または位置ベクトルの変換 

物体の位置は物理量の一つで，対象物の位置座標は座標

系の変換により変換される。 

座標変換における位置の変換の意味に二通りあり，注意

が必要である。 

ⅰ．座標系（座標軸）を変換し，対象物はそのまま。 

ｚ軸を回転軸とした回転の場合，座標軸を角度 θだけ回転

する場合を考える。 

対象物の位置ベクトルを r とすると 

r ＝ 𝑥𝒊 + y 𝒋 + z 𝒌 

＝𝑥´𝒊´+ y ´𝒋´+ z 𝒌´ 

𝒊´＝ 𝒊 cos 𝜃 + 𝒋 sin 𝜃 

  𝒋´＝ − 𝒊 sin 𝜃 + 𝒋 cos 𝜃 

         𝒌´＝𝒌 

 となる。𝒊, j , k は，直交座標系の基底で，線形独立な単位

ベクトルである。 

座標は， 

𝑥´＝ 𝑥 cos 𝜃＋y sin 𝜃 

  y ´＝－𝑥 sin 𝜃＋y cos 𝜃 

z ´＝ z 
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と変換される。

ⅱ

ⅱ 座標系（座標軸）はそのまま，対象物（の座標 位置

ベクトル を移す。（座標を移すことを，点を写すとも

いう）。

回転の場合，角度 αだけ移すとし，

座標は，

𝑥 ＝ 𝑥 cos 𝛼－ sin 𝛼

＝ 𝑥 sin 𝛼＋ cos 𝛼

＝

と変換される。

ⅰとⅱは，𝜃 ＝ －α とすると同等となる。

座標変換による関数 ψの変換

粒子の位置座標𝑥（場についての場合は場所を表すパラ

メーター）に対する物理量 ψ が決まる場合のように，座

標変換に対する関数 ψ 𝑥 の変換について，前述の二通り

の座標変換に対応して二通りある。

ⅰ 座標系を移動

対象物を固定し，座標系を𝑥軸の方向に ξ だけ移動する

場合

𝑥 ＝𝑥－ξ

ψ 𝑥 ＝ψ 𝑥 ＝ψ 𝑥 ＋ξ

注意  𝑥 を𝑥とあらためて置くと

ψ 𝑥 ＝ψ 𝑥＋ξ 

例えば ψ 𝑥 𝑥2 の場合

ψ 𝑥 ＝(𝑥＋𝜉 )2

となる。これは，ψ 𝑥 の𝑥を𝑥＋ξと置くことで，座標系を

固定し，対象物を𝑥軸の方向に－ξ だけ移動すること，あ

るいはグラフを移動することと同等になる。（次のⅱを参

照）この場合の𝑥は，新しい座標系での対象物の位置座標

を表す。

ⅱ 対象物を移動

対象物を𝑥軸の方向に ξだけ移動する場合

ψ 𝑥 ＝ψ 𝑥－ξ 

となる。これは，ψ 𝑥 の𝑥を𝑥－ξと置くことで，座標系を

固定し，対象物を𝑥軸の方向に＋ξ だけ移動すること，あ

るいはグラフを移動することと同等になる。

例 ψ 𝑥 ＝𝑥2 の場合

ψ 𝑥 は，ψ 𝑥 の 𝑥 を 𝑥 －ξ と置き

ψ 𝑥－ξ ＝ψ 𝑥 ＝(𝑥－𝜉 )2

となる。

このように，座標変換による関数の変換を対象物の移動

とし，例えば対象物を𝑥軸の方向に ξ だけ平行移動する場

合，関数 ψ 𝑥 の𝑥 を 𝑥－ξ と置く。

一般の座標変換

一般の座標変換は，回転と平行移動の組み合わせである。

２次元の場合

𝑥 ＝𝑥 cos 𝜃＋ sin 𝜃－𝜉1

θ 

r
 

y 

𝑥′ 

r 𝑥

𝑥′, ′)

 

O 
 

𝒊 
 

𝒊´ j´
 

𝒊
j

 
𝑥 
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  y ´＝－𝑥 sin 𝜃＋y cos 𝜃－𝜉2 . 

 

（ⅰの方式の場合) 

しかし，その他の変換もある（反転や拡大など）。 

座標軸の変換(ⅰ)と対象物の移動(ⅱ)は前述のように同

等であるが，どちらかの場合によるか注意が必要である。

座標変換に伴う関数の変換を，対象物の移動とする場合も

多い。 

・ⅱの方式の場合の座標変換 

平行移動 関数において，𝑥 を𝑥－ξと置く変換（𝑥軸方向

への対象物の平行移動）。 

空間反転 関数において，ｒ を －r と置く変換。対象物

を原点に対称の位置に移動。 

時間反転 関数において，ｔ を －t と置く変換。実際に

は実現できないが，フィルムを逆に写したときの現象に相

当。現象の可逆性と関係。 

 

○対称性と保存則 

関数や法則を表す方程式の形が座標変換（広い意味での

座標変換）により変わらないとき，関数や法則はその変換

に対し不変(対称)であるという。 

座標変換に対する不変性（対称性）に対応して物理量の

保存則が導かれる。 

これは，古典力学でも示すことができるが，量子力学に

おいては次のように説明される。 

・対称性 

量子力学は，状態を波動関数，物理量を演算子で表す。 

物理量を表す演算子 A に対して 

Aψ(ｔ)＝𝑎ψ(ｔ)   

の関係があるとき，𝑎 を固有値といい、物理量 A の観測

値は𝑎 となる。（量子力学の公理） 

物理量 A の演算子は，座標変換による関数の変換の演算

子となる場合があり，座標変換に伴う波動関数 ψ(r)の変

換を，演算子 A を用いて， 

ψ ´(r )＝Aψ(r ) 

とする。（ⅱの場合）また， 

ψ＝𝐴 －1ψ ´． 

これに系のハミルトニアン H を作用し 

Hψ＝H 𝐴 －1ψ ´ 

これを座標変換した新しい座標系では 

A Hψ＝A H 𝐴 －1ψ ´ 

より，ハミルトニアンは A H 𝐴 －1 となる。新しい座標系

でも系のハミルトニアンの形は変わらず，  

H＝A H 𝐴 －1 

であり，  

H A＝A H 

H A－A H ≡［H , A ］= 0 

となる。このように系が変換に対し対称性を持つときは，

変換 A に対し，［H , A ］＝ 0 となる。 

・保存則 

系のミルトニアンを H とし， 

𝑖ℏ 
∂𝜓

∂𝑡
＝H ψ 

の関係がある。 

時刻 t の微小経過⊿ｔに対しては, ψ(ｔ) は，上式を

用い， 

ψ(ｔ＋⊿ｔ)＝ψ(ｔ)＋⊿ｔ
d𝜓

dｔ
 

    ＝ψ(ｔ)－ 
𝑖

ℏ
 ⊿ｔ・H ψ(ｔ) 

となる。［H ，A ］＝0 のとき， 

Aψ(ｔ＋⊿ｔ) ＝A［ψ(ｔ) － 
𝑖

ℏ
 ⊿ｔ・H ψ(ｔ) ］ 

＝Aψ(ｔ)－ 
𝑖

ℏ
 ⊿ｔ・A Hψ(ｔ) 

＝Aψ(ｔ)－ 
𝑖

ℏ
 ⊿ｔ・H A ψ(ｔ)  

＝𝑎｛ψ(ｔ) － 
𝑖

ℏ
 ⊿ｔ・H ψ(ｔ)｝＝𝑎ψ(ｔ＋⊿ｔ) 

となり，A の固有値は保存される。すなわち［H ，A ］= 

0 のとき，物理量 A は保存される。 

 このように変換 A に対し系に対称性がある場合，A の固

有値は保存される。 

たとえば，系の位置のずらしに対するハミルトニアンの

不変性から運動量の保存則が導かれる。 

運動量の演算子( p ＝－ 𝑖ℏ ∇ ) は，波動関数の座標をず

らす座標変換の演算子と関係する。座標系を𝑥軸の方向に

微小距離⊿ξだけ移動する場合 

𝑥´＝𝑥－ ⊿ξ 

これは対象物を－⊿ξ だけ動かす場合と同等で，系の状

態 ψは，この変換により𝑥 を𝑥＋⊿ξ と置いて（ⅱの場合）， 

ψ ´(𝑥)＝ψ(𝑥＋⊿ξ) =ψ(𝑥)＋⊿ξ 
d𝜓

d𝑥
  

   ＝ (1＋ 
𝑖

ℏ
 ⊿ξ・𝑝𝑥 ) ψ(𝑥) （ 𝑝𝑥＝－𝑖ℏ 

d

d𝑥
 ） 

となる。[ 座標系を𝑥軸の方向に距離 ξ だけ移動させる場

合の変換の演算子は 𝑒𝑖 𝜉 𝑝𝑥/  ℏ となる。] 

ハミルトニアン H の期待値(エネルギー値)は， 

〈ψ ´，Hψ ´〉 

＝〈(1＋ 
𝑖

ℏ
 ⊿ξ・𝑝𝑥 ) ψ，H (1＋ 

𝑖

ℏ
 ⊿ξ・𝑝𝑥) ψ〉 

＝〈ψ, Hψ 〉＋ 
𝑖

ℏ
 ⊿ξ〈ψ, [H ，𝑝𝑥 ］ψ〉 

となり，任意の ψ に対しこの変換におけるハミルトニア

ンの期待値が不変であるから， 

［H ，𝑝𝑥］＝ 0  

が成り立ち，同様にして， 

［H ，ｐ］＝ 0 

となり，運動量ｐは保存される。このように，運動量保存

則は系を空間的にずらしても系のエネルギー値は変わら
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ないという空間の等質性と関係している。

〇座標変換（回転）に対する位置およびベクトルの変換の

行列の利用

ⅰの方式の場合

座標変換の回転における位置やベクトルの変換は行列

を利用できる。座標変換における座標軸の回転は，直交座

標系における回転の行列 が変換の前と後の基底 基本ベ

クトル により定まり，次のように表される。

(
𝒊´
𝒋´
𝒌´

+ ＝ (
cos𝜃 sin𝜃 0
−sin𝜃 cos𝜃 0
0 0 1

+(
𝒊
𝒋
𝒌

+

＝ (
𝒊
𝒋
𝒌

+

𝒊 ， ， ：直交座標系の基底

𝒊´，𝒋´，𝒌´：回転後の直交座標系の基底

すなわち， は基底の変換を表す。直交座標系における

回転の は直交行列（𝑅 −1 𝑅 T 𝑅 Tは の転置行列）と

なる。

また、粒子の位置ベクトル について考える。ベクトル

の成分は基底により変わるが，ベクトル自身は座標系に依

らず

＝𝑥𝒊  𝒋 𝒌

＝𝑥 𝒊´ 𝒋 ´ 𝒌´

位置ベクトル は物体の からの位置を示す物理量の

一種で，ベクトル の成分は，座標系の回転（基底 𝒊 𝒋

𝒌 の変換）に対し，同じ により

(

𝑥´
ｙ´

ｚ´

) ＝ (

𝑥
ｙ

ｚ
)

＝ (
cos 𝜃 sin 𝜃 0
− sin 𝜃 cos 𝜃 0
0 0 1

+

と変換される。

これらの関係は，位置ベクトルだけでなく任意のベクト

ルに対して成り立つ。ベクトル の成分は，座標系の回転

（基底 𝒊 𝒋 𝒌 の変換）に対し

(

  𝑉𝑥´

  𝑉𝑦´

  𝑉𝑧´

, (

  𝑉𝑥

  𝑉𝑦

  𝑉𝑧

,

と変換される。

ⅱの方式の場合（α －𝜃 と同等）

＝

＝ (
cos 𝛼 −sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos α 0
0 0 1

+ ，

また

＝ 𝑅 －1 ＝ 𝑅 T

であり，点 での物理量である を 𝑅 T と置き換え

て，新しい座標系での に変換できる。

ベクトル の成分は

(

  𝑉𝑥´
  𝑉𝑦´

  𝑉𝑧´

) ＝ (

  𝑉𝑥
  𝑉𝑦
  𝑉𝑧

)

＝(
cos 𝛼 − sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 1

+

と変換される。

・線形変換（ⅱの方式の場合）

( 𝑥
ｙ
) ＝ ( 𝑥´

ｙ´
) ＝(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

は，行列 により数の組みが写されること（変換）を表し，

線形変換という。

二次元の座標変換においては， つの位置座標を持つ点

(
𝑥

ｙ
)  

が点

( 
𝑥´

𝑦´
*

に写されること（変換）を表し， は基底を決めることに

より定まる。

𝑥 軸方向への平行移動は

( 𝑥´
𝑦´
)＝(

𝑥＋𝜉

ｙ
*

となり，線形変換とならない。すなわち，この場合変換を

行列で表すことはできない。

また，点の座標を

＝ ( 𝑥
𝑦
) ， ＝( 𝑥´

𝑦´
)

と位置ベクトルで表すと，

＝

から， は，点の位置を から に移すことを表し， と

の変換を表す行列といわれる。

また，このように対象物の位置を表す数や点が移動する

θ 

r
 

y 

𝑥′ 

r 𝑥

𝑥′, ′)

 

O 
 

𝒊 
 

𝒊´ j´
 

𝒊
j

 
𝑥 

図 5
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規則を写像ともいう。

演算子

行列 でベクトルや図形を移すことができる。また，

を図形を表わす変数とすると， は，図形を変形する演算

子とも考えられる。演算子は，ベクトルや，関数に作用し，

一定の規則により変形（変換）する働きをもつものをいう。

このように，座標変換は，図形の変形とも関係している。

固有ベクトル

𝒙 λ 𝒙 λは定数 を満たす場合は，𝒙 𝒙 ≠0）は固

有ベクトルと呼ばれ，この変換 で向きが変わらないベク

トルのこと。λを固有値という。

・行列の対角化（ⅰの方式の場合）

行列Ｓの固有ベクトルを用い，行列Ｓを対角化できる場

合がある。Ｓが対称行列の場合 𝑆 T Ｓ． 𝑆 T は の転置

行列 は，この固有ベクトルを列ベクトルとして並べて得

られる行列Ｐ この場合，Ｐ は直交行列（𝑃𝑃 T ＝ ま

たは 𝑃 T＝𝑃 −1 を満たす行列。 は単位行列，𝑃 −1 はＰ

の逆行列。）となる。 を用いて，行列Ｓ が対角化される。

すなわち

′ ＝ 𝑃 TＳＰ (
𝜆1 0
0 𝜆2

*

となる（行列の対角化）。𝜆1，𝜆2 はＳの固有値。すなわち，

行列の対角化 𝑅 TＳ は，座標変換すなわち基底の変

換 を行った場合の写像の働きをする の表現行列が

に変わることを示す。

このように，対称行列Ｓ は，直交行列によりＳに対角

化される。座標変換における座標軸の回転を表す行列は直

交行列で，行列の対角化に用いられるＰは座標系の回転と

関係している。すなわち，Ｓは，座標の回転 𝑅 T の

を用いて対角化でき，Ｓと を含む関係式において，

＝

＝ 𝑅 T

と置き換えて，新しい座標系でのＳと との関係式で表

すことができる。

これは，二次形式の標準形を求める，あるいは連成振動

の基準座標（基準振動）を求めるのに利用される。

・二次形式の標準形

二次形式

(𝑥, 𝑦  ( 𝑥
𝑦
)＝𝑎

対称行列

において

𝒓＝( 𝑥
ｙ
) とすれば

𝒓 T  𝒓＝𝑎．

これに座標回転の変換 を行うと ＝ 𝑅 T より

(𝑅 T𝒓 ´)T𝑆(𝑅 T ）＝ 𝒓 ´T  𝑅 T

すなわち，

 (𝑥´, 𝑦´  (
𝜆1 0
0 𝜆2

* ( 𝑥´
𝑦´
) 𝑎

と標準形になる。

○応力とテンソル

弾性体は，外から力を加えられたとき変形する。このと

き内部で働いている力について考える。内部では隣り合う

部分が，互いに力を及ぼし合っている。

例として，図 のように，一様な棒の両端に外力 を加

える。ある任意の面を考え，物体をその面について分割し

たと仮想すると（図 ），二つの部分は互いに他方から力

を受け，力の大きさは互いに等しく反対向きである（内力，

作用反作用の法則）。

棒の内部の点Ｐにおいてこの点を含む面が他方の物体

から受ける単位面積当たりの力を考える。この力の大き

さはこの面の向きにより変わり（ ，  𝑆＝𝑆0  sin 𝜃，

𝑆0 棒の両端の面積），応力 単位： という。ま

た，応力の面に垂直な成分を法線応力（  𝜃 𝑆0），平

行な成分を接線応力 またはずれ応力， sin 𝜃  cos 𝜃

 𝑆0 ）という。弾性体の物性について考えるとき，この応

力がひずみと関係し大切な量となる。

・応力の表し方

一般に， 点 での応力とは，応力が場所により変わり，

を通る面を小さくとったものである（面積 ⊿ ）。また，

面の向きにより大きさや方向が変わり，面の外向き法線単

位ベクトルを𝒏とし，応力を 𝑻𝒏 と表す。この面に働く力

を⊿𝑭 とすると，応力は

 𝑻𝒏＝ lim
⊿Ｓ→0

⊿𝑭

⊿𝑆

となる。

点 での応力を表すには，この点に関するいろいろな面

についての情報が必要となる。 での応力を表すのに，点

P 

F F 
 𝑻𝒏＝  
F sin 𝜃/𝑆0 
 

P
𝜃 𝑆0 

𝒏 

図 6 物体（断面積𝑆0 ）を外力 F で引っぱる
場合 

F F 
 𝑻𝒏 

𝜃 

𝒏 
P 

(Ａ) (Ｂ) 

図 7
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の周りに微小立方体を考える。 最後に極限を取る。 点

を通る直交軸をとり，それぞれの軸に垂直な面を持つ微

小立方体をとる。

𝑥軸に垂直な面の，正の側の物体から負の側の物体が受

ける応力を 

𝑻𝑥 ＝ 𝑇𝑥𝑥𝒊 ＋ 𝑇𝑥ｙ 𝒋＋𝑇𝑥ｚ𝒌

＝   𝑇𝑥𝑥  𝑇𝑥𝑦  𝑇
𝑥ｚ

と表す。

同様に 軸， 軸に垂直な面の応力をそれぞれ

𝑻𝑦 ＝   𝑇𝑦𝑥  𝑇𝑦𝑦  𝑇𝑦ｚ ，

𝑻𝑧 ＝   𝑇𝑧𝑥  𝑇𝑧𝑦  𝑇𝑧ｚ

とすると，これらは，まとめて

𝑻 ＝ 

(

 
 

𝑻𝑥

𝑻𝑦

𝑻𝑧)

 
 
 ＝ 

(

 
 

 𝑇𝑥𝑥  𝑇𝑥𝑦  𝑇𝑥ｚ

 𝑇ｙ𝑥  𝑇ｙｙ  𝑇ｙｚ

 𝑇ｚ𝑥  𝑇
𝑧ｙ  𝑇ｚｚ)

 
 

(

 
 

𝒊

𝒋

𝒌)

 
 

𝑻＝𝑇 ：基底 𝑇

(

 
 

 𝑇𝑥𝑥  𝑇𝑥𝑦  𝑇𝑥ｚ

 𝑇ｙ𝑥  𝑇ｙｙ  𝑇ｙｚ

 𝑇ｚ𝑥  𝑇𝑧ｙ  𝑇ｚｚ)

 
 

と表すことができ，Ｔは応力テンソルと呼ばれる。モーメ

ントの釣り合いから対称行列（ 𝑇𝑖𝑗 =   𝑇𝑗𝑖）となる。任意

の面に関する応力𝑻ｎ はこれらから解析的に得られる。

静水圧の場合Ｔは面の向きに関係なく

(

−ｐ 0 0

0 −ｐ 0

0 0 −ｐ

,

𝑷𝑥 = −ｐ 𝒊

𝑷𝑦 =  −ｐ𝒋

𝑷𝑧 =  −ｐ𝒌

となる。

・任意の面に関する 𝑻𝒏

任意の面に関する 𝑻𝒏を知るには，微小体積の（体積要

素 ）がそれぞれの面を通して周りから受ける力（外力）

のつり合いを考える。

図のように，微小四面体 を考える。

考える面の外向き法線ベクトルを𝒏  𝑙, 𝑚 𝑛 とする。

𝒏＝𝑙 𝒊 𝑚 𝒋  𝑛 𝒌

（ 𝑙 ＝ cos 𝛼，𝑚 ＝ cos 𝛽 𝑛 ＝ cos 𝛾 ）

𝒊，𝒋，𝒌：直交座標系の基底

△ABCの面積を△Ｓとすると，

△PBC＝𝑙△Ｓ △PCA＝𝑚△Ｓ △PAB＝𝑛△Ｓ

点 𝑥 ）でのこの面についての応力 𝑻𝒏 は，この点と

その近傍でつくる微小四面体の領域（体積要素 ）がそ

れぞれの面を通して周りから受ける力のつり合いから，𝑥

方向について

 𝑇𝑛𝑥 △Ｓ－ 𝑇𝑥𝑥 𝑙△Ｓ－ 𝑇𝑥𝑦𝑚△Ｓ－ 𝑇𝑥𝑧𝑛△Ｓ＝

より

 𝑇𝑛𝑥＝ 𝑇𝑥𝑥 𝑙  𝑇𝑥𝑦 𝑚  𝑇𝑥𝑧 𝑛 ．

ｙｚ方向についても同様にして

 𝑇𝑛𝑦＝ 𝑇𝑦𝑥 𝑙 𝑚 𝑛

 𝑇𝑛𝑧＝ 𝑇𝑧𝑥 𝑙 𝑚 𝑛

したがって

 𝑻𝒏＝ 𝑇𝑛𝑥𝒊＋ 𝑇𝑛𝑦 ＋ 𝑇𝑛𝑧 𝒌

となり，また，

(

 𝑇𝑛𝑥
 𝑇𝑛𝑦
 𝑇𝑛𝑧

)  ＝ (

 𝑇𝑥𝑥  𝑇𝑥𝑦  𝑇𝑥𝑧
 𝑇𝑦𝑥  𝑇𝑦𝑦  𝑇𝑦𝑧
 𝑇𝑧𝑥  𝑇𝑧 𝑦  𝑇𝑧𝑧

) (
𝑙
𝑚
𝑛
+

 𝑻𝒏＝𝑇 𝒏

と表される。

これは，法線ベクトルを 𝒏 とする面に対する応力 𝑻𝒏を

表す。𝑇 は，応力テンソルで，弾性体の場合対称行列であ

る。この関係から，任意の面に関する応力を表わすことが

でき，応力は，テンソルを用いて表される。

 𝑇𝑥𝑥

 𝑇  𝑇

 𝑇𝑥𝑦 

P 

 
𝑥 

ｚ 

ｙ 

 𝑇𝑥ｚ 

図 8

 P 

Ａ 𝑥 

ｚ 

ｙ 

𝒏 ( 𝑙, 𝑚, 𝑛 ) 
 

Ｂ 

Ｃ 

 𝑻𝒏 γ 

図 9
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○ベクトルとテンソル

スカラー，ベクトル，テンソルは，座標変換に対して，

それらの量がどのように変換されるかに注目して定義さ

れている。

空間座標の変換は一般に回転と平行移動で表される。座

標の回転は

(

𝑥´
ｙ´

ｚ´

) ＝ (

𝑥
ｙ

ｚ
)

で表される。ベクトルの成分は，平行移動では変わらず，

回転 と平行移動に対し，

(

  𝑉𝑥´
  𝑉𝑦´

  𝑉𝑧´

) ＝ (

  𝑉𝑥
  𝑉𝑦
  𝑉𝑧

)

と変換される。これをベクトルの変換則という。逆に，こ

れをベクトルの定義としている。

テンソルＴ は多成分をもち（３次元では3𝑛個，𝑛 階テ

ンソル），これらの成分は，空間座標の変換（回転）に対

し， に関係した変換をする。また，その成分は複数のベ

クトルの成分の積に対応した変換（ 階の場合， 𝑇𝑖𝑗 𝑎𝑖

→  𝑇𝑖𝑗 𝑎𝑖 に対応）をする。（テンソルの定義）また，

テンソルは，𝑻＝𝑇 のようにベクトルを別のベクトルに変

える演算子の役目をする。

テンソルを 𝑛 𝑛 の行列で表したとき，演算は行列の定

義（約束）による。

ベクトルは，行ベクトル(𝑎𝑥,  𝑎ｙ,  𝑎ｚ ，または列ベク

トル (

𝑎𝑥
𝑎ｙ
𝑎ｚ

) で表される。両者は，物理の上では同じもの

だが，行列・テンソル演算においては，テンソルは行ベク

トルの右から，列ベクトルの左から演算することと約束さ

れている。

テンソルは、座標変換 （回転）により

𝑇＝ 𝑇𝑅 T

と変換される。

・主軸変換（ⅰの方式の場合）

応力は 𝑻＝𝑇 ：基底 で表され，弾性体の場合，𝑇は

対称行列である。その成分は，座標の取り方により変わり，

直交座標軸の変換（回転 により対角形に変換される。こ

のときの座標軸を主軸という。

座標軸の θだけの回転の により，𝑻＝𝑇 は

𝑇＝ 𝑇𝑅 T 対角行列 ， ＝

から

𝑻＝𝑇

となり，回転した別の基底で表すことができる。すなわち，

＝ (  
𝒊
𝒋
𝒌

  + ＝( 
𝒊´
𝒋´
𝒌´

+

𝑻＝ (

  𝑇1´ 0 0
0   𝑇2´ 0
0 0   𝑇3´

+ (
𝒊´
𝒋´
𝒌´

+

であり，

𝑻＝  𝑇1´ 𝒊＋  𝑇2´𝒋＋  𝑇3´𝒌

𝒊，𝒋，𝒌：主軸の基底

と表すことができる。これを主軸変換という。

図 の場合，棒の方向に𝑥軸を取ると𝑇は

(
  𝑇1´ 0 0
0 0 0
0 0 0

+

となる。

○慣性モーメント

剛体の軸のまわりの回転を考える。𝝎を，大きさが

𝜔 =
d𝜃

d𝑡

で，向きが回転軸に平行で，回転にたいし右ねじの進む方

向を持つベクトルとし，角速度という。（一般に，ベクト

ルは位置については言わない）剛体を微小体に分け質点の

集まりと考え，回転軸上に原点 をとり，ある時刻におい

て，質点の位置ベクトルを ，速度を とすると，

 𝝎 ．

点 のまわりの質点の角運動量Ｌは，

＝𝑚

直交座標系の成分は

𝑳＝ 𝐿𝑥 𝒊 ＋ 𝐿ｙ 𝒋 ＋ 𝐿ｚ 𝒌

＝ ｒ
𝑥
 𝒊 ＋ ｒ

ｙ
 𝒋 ＋ｒ

ｚ
𝒌

𝝎＝ 𝜔𝑥𝒊 ＋ 𝜔ｙ 𝒋 ＋ 𝜔ｚ𝒌

𝒊 ，𝒋 ，𝒌：直交座標系の基底

点 のまわりの剛体の全角運動量は，微小体の質量を

ｄ𝑚として

＝∫  𝒓 × 𝒗  ｄ𝑚 ∫  𝒓 × (𝝎 × 𝒓) ｄ𝑚

 

 

O 

v 

𝝎 

P 

r 

図 10
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 ＝∫  ((𝒓・𝒓 )  𝝎 – (𝝎 ・𝒓) 𝒓)ｄ𝑚．

成分で表すと

(

𝐿𝑥
𝐿ｙ
𝐿ｚ

)  ＝ (

 𝐼𝑥𝑥  𝐼𝑥ｙ  𝐼𝑥ｚ
 𝐼ｙ𝑥  𝐼ｙｙ  𝐼ｙｚ
 𝐼ｚ𝑥  𝐼𝑧ｙ 𝐼ｚｚ

, (

 𝜔𝑥

𝜔ｙ

𝜔ｚ

,

＝ (

 𝐼𝑥𝑥  𝐼𝑥ｙ  𝐼𝑥ｚ
 𝐼ｙ𝑥  𝐼ｙｙ  𝐼ｙｚ
 𝐼ｚ𝑥  𝐼𝑧ｙ 𝐼ｚｚ

,

ただし，

 𝐼𝑥𝑥＝∫( 𝑦
2 + 𝑧2)ｄ𝑚   𝐼𝑦𝑧＝ 𝐼𝑧𝑦＝−∫𝑦𝑧ｄ𝑚，

 𝐼𝑦𝑦＝∫( 𝑧
2 + 𝑥2)ｄ𝑚  𝐼𝑧𝑥＝ 𝐼𝑥𝑧＝−∫𝑧𝑥ｄ𝑚，

 𝐼𝑧𝑧＝∫( 𝑥
2 + 𝑦2)ｄ𝑚  𝐼𝑥𝑦＝ 𝐼𝑦𝑥＝−∫𝑥𝑦ｄ𝑚，

で，

＝ 𝝎

となる。 と𝝎は一般に異なるベクトルで，これらを関係

づけるのが で， はテンソルとなり対称行列となる。 を

慣性モーメントテンソルという。

座標軸として主軸変換し，慣性の主軸を取ると，

＝ ω

＝ (

  𝐼1´ 0 0
0   𝐼2´ 0
0 0   𝐼3´

+ 

ω＝   𝜔1´,   𝜔2´，𝜔3´ 

すなわち，

＝  𝐼1´  𝜔1´ 𝒊＋  𝐼2´  𝜔2´ 𝒋＋ 𝐼3´  𝜔3´ 𝒌

𝒊 𝒋 𝒌：慣性主軸の基底

と表すことができる。 と𝝎 の向きは一般に異なり，一致

するのは  𝐼1´＝  𝐼2´＝  𝐼3´， または，𝝎の向きが慣性主軸の

どれか一つに平行になっている場合である。

〇慣性力

見かけの力ともいわれる。ニュートンの運動方程式を満

たす座標系を慣性系といい，慣性系Ｋに対し加速度をもっ

て動く系をＫとする。

質量 𝑚 の粒子の運動を考え，粒子の位置ベクトルを

とする。

＝ 𝒓 0

運動方程式は

𝑚
d2𝒓

  ｄ𝑡2
＝ 

系で表すと

𝑚
d2𝒓

  ｄ𝑡2
＝ 𝑚

d2(𝒓´ + 𝒓 0 )

  ｄ𝑡2

より

𝑚
  d2𝒓´

ｄ𝑡2
＝ 𝑭 −  𝑚

d2𝒓 0

  ｄ𝑡2

となる。 系は慣性系ではなくニュートンの運動の法則は

成り立たないが，運動の法則の形にすると 𝐹 のほかに

− 𝑚
d2𝒓 0

  ｄ𝑡2
が右辺に加わり， 系の観測者には実際の力𝐹

にさらにこの力が働いているように見え，これを慣性力と

いう。慣性力は加速度系に座標変換したときに現れる見か

けの力で，反作用が存在しなく、作用反作用の法則を満た

さない。

・コリオリ力

慣性系の座標を 𝑥 とし， 軸を回転軸とし，𝑥 面

上を一定の角速度 ω（d𝜃/d𝑡）で回転する座標系（二次元

回転座標系 𝑥´ 𝑦´ を考える。（ⅰの場合）

この座標系での質量 𝑚 の粒子の運動を考える。粒子の

位置ベクトルを とする。慣性系での運動方程式は

𝑚
d2𝒓

  ｄ𝑡2
＝ 

粒子に働く力 はどちらの座標系でも変わらず，

＝  𝐹𝑥 𝒊   𝐹𝑦 𝒋   𝐹𝑧 𝒌

＝  𝐹𝑥 𝒊´ 𝐹𝑦 𝒋´   𝐹𝑧 𝒌´  ＝ 𝑭´

𝒊 𝒌：慣性系の直交座標系の基底

𝒊´, 𝒋´  𝒌´：回転座標系の直交座標系の基底

の関係がある。また，

 𝐹𝑥´＝ 𝐹𝑥cos 𝜃＋  𝐹𝑦  sin 𝜃

 𝐹𝑦´＝ 𝐹𝑥  sin 𝜃＋ 𝐹𝑦 cos 𝜃

（ θ ＝ωt ）

𝒓 0

𝑥

 

ｚ

Ｐ

 

𝑥

図 11 並進加速系 
Ⅰ1110′´

θ ωt

𝑥

𝑥 ｚ

= 𝑭´ 𝑥 ｚ

O 

ｙ

𝑥
ｘ

𝒊 

𝒊′𝒋′

図 12 回転座標系 

ｙ
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  𝐹𝑧 ＝ 𝐹ｚ

の関係がある。

粒子の位置座標は

𝑥＝𝑥´cos 𝜃－𝑦´ sin 𝜃

𝑦＝𝑥´ sin 𝜃＋𝑦´cos 𝜃

．

これと慣性系での運動方程式

𝑚
d2𝑥

  ｄ𝑡2
＝ 𝐹𝑥 𝑚

d2𝑦

  ｄ𝑡2
＝  𝐹𝑦 𝑚

d2𝑧

  ｄ𝑡2
＝  𝐹𝑧

から，

𝑚
d2𝑥´

ｄ𝑡2
 －  𝑚

dｙ´

dｔ
ω－ 𝑚𝑥´ω

＝  𝐹𝑥 cos 𝜃＋ 𝐹𝑦 sin 𝜃

𝑚
d2𝑦´

ｄ𝑡2
  𝑚

d𝑥´

dｔ
ω－ 𝑚  ´ω

＝－ 𝐹𝑥  sin 𝜃＋ 𝐹𝑦 cos 𝜃

𝑚
d2𝑧´

ｄ𝑡2
＝ 𝐹𝑧´

となる。式 を考慮し，方向と大きさを表す 位置は言

わない 角速度ベクトル 𝝎 (0, 0,𝜔 を用いて，

𝑚
d2𝒓´

ｄ𝑡2
＝Ｆ 𝑚 ｖ´ 𝝎 𝑚 𝝎 ｒ´ 𝝎

粒子の位置ベクトル：ｒ´ ＝𝑥 𝒊´ 𝒋´ 𝒌´

となる。回転座標系では運動方程式は成り立たないが，運

動法則の形にすると，実際の力Ｆ＝Ｆの他に

𝑚 ｖ´ 𝝎 𝑚 𝝎 ｒ´ 𝝎

の力が働いているように見え，慣性力となる。前の項をコ

リオリ力といい，回転座標系でｖ´ の速度をもつ物体に対

する慣性力である。後の項を遠心力という。

さらに一般の三次元回転座標系の場合を考えると，回転

軸上の一点を慣性系の原点とし，原点を同じにした軸の周

りを回転する一定の角速度ベクトル𝝎 (𝜔𝑥,  𝜔ｙ,  𝜔ｚ の座 

標系でも，粒子の運動に対して

𝑚
d2𝒓´

ｄ𝑡2
＝Ｆ 𝑚 ｖ´ 𝝎 𝑚 𝝎 ｒ´ 𝝎

の関係が成り立つ。

○相対性理論

特殊相対性理論

特殊相対性理論は，

・物理法則はすべての慣性系に対して同じ形になる。［相

対性原理］

・光の速度は光源の運動にかかわらず一定である。［光速

度不変の原理］

を原理として，理論を展開したものである。

つの慣性系を ， 系 は 系に対して𝑥軸方向に一

定の速度 で移動 とする。ある物理的現象が起きたこと

を時刻（時計）と場所（物差し）で示し，事象という。事

象を点 （世界点 で表し， 系で 𝑥 ， 系で

𝑥 と表す。（ⅰの方式）

上述の原理から光速は常に一定の値 となる。このた

め，図 の と が一致したとき𝑡 = 𝑡′ = 0 で光が原点

から放射され に達したとすると，

𝑐2𝑡2−𝑥2−𝑦2−𝑧2＝𝑐2ｔ´2−𝑥′2−𝑦′2−𝑧′2＝0．

このため 系と 系との時空の関係は，

𝑥′＝ 
𝑥−𝑣ｔ

√1−(
ｖ

ｃ
*
2

𝑦′＝𝑦 𝑧′＝𝑧 𝑡′＝
𝑡−

𝑣

𝑐2
𝑥

√1−(
ｖ

ｃ
)

2

または，𝑣 を－𝑣 と置いて，座標のプライムを付け替え

て

𝑥＝ 
𝑥′＋𝑣𝑡′

√1−(
ｖ

ｃ
*
2

𝑦＝𝑦′ 𝑧＝𝑧′ =
𝑡′＋

𝑣

𝑐2
𝑥′

√1−(
ｖ

ｃ
)

2

となり，ローレンツ変換とよばれる。また，

𝑠2＝𝑐2𝑡2−𝑥2−𝑦2−𝑧2

＝𝑐2ｔ´2−𝑥′2−𝑦′2−𝑧′2

とすると，𝑠 あるいは𝑠2は， 系と 系どちらの座標系で

も同じ値となり，ローレンツ変換に対する不変量である。

また，ローレンツ変換は を不変に保つ変換ともいえる。

ｖ´ 

𝑚 ｖ´ 𝝎

𝝎 

図 13 コリオリ力 

1110′´

θ

𝑣

𝑥

ｚ

𝑥

図 14 

𝑃
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粒子の運動に対する世界点の変化(世界線という)に沿

っての 𝑠 の微小変化 ds の二乗は両座標系において 

ds 2＝𝑐2d𝜏2＝𝑐2d𝑡2−d𝑥2−d𝑦2−d𝑧2 

=𝑐2dｔ´2− d𝑥´2 − dｙ´2− dｚ´2 

となり，ds と dτもローレンツ変換に対し不変となる。こ

のため，ｄs を世界線の長さという。dτは，粒子が静止し

ている座標系での時間間隔で固有時という。光に対しては

ds 2 = 0 ，粒子の運動に対しては ds 2 > 0 となる。 

dτ ＝√1 − (
ｖ

ｃ
)
2

 dｔ 

相対性理論では慣性系での時空中の二点間の微小

距離 dsを 

d𝑠 2＝𝑐2d𝑡2−d𝑥2−d𝑦2−d𝑧2 

＝ ( d𝑥 0) 2 − ( d𝑥 1) 2 − ( d𝑥 2) 2 − ( d𝑥 3) 2 

と定義する。（添え字については，𝐴 0＝  𝐴0，A 
1＝ 

− 𝐴1 ,  A 2＝ −  𝐴2，A 
3＝− 𝐴3と定義する。∑  𝐴𝜇A 

𝜇
𝜇  =

＝( 𝐴 0) 2 − ( 𝐴 1) 2 − ( 𝐴 2) 2 − ( 𝐴 3) 2） 

物理では物理的変化量をごく小さい領域での変化を考

え，微分で表すことが多い。(微分形) それから積分を用

いて広い領域での変化を求める。また，座標(𝑥, ｙ, ｚ) は

位置ベクトルの成分として原点に関係するが，微分形

（d𝑥, dｙ, dｚ )は，原点に関係しないベクトルとなる。位

置ベクトルは束縛ベクトルとよばれ，特別なベクトルであ

る。相対性理論では速度や運動量などの物理量は時空での

4 成分を持ち，S 系から S´系への座標変換に対しローレン

ツ変換されるベクトル（4 元ベクトルという）として扱う。 

物体の速度については，S 系に対し𝑥軸方向に速度 V で

物体が動くとき，S´系での速度 𝑉´ は， ローレンツ変換か

ら 

d𝑥′ ＝
d𝑥−𝑣dｔ

√1−(
ｖ

ｃ
)

2
 , d𝑡′＝ 

d𝑡−
𝑣

𝑐2
d𝑥

√1−(
ｖ

ｃ
)

2
 

また， 

𝑉＝ 
d𝑥

𝑑𝑡
 

より 

𝑉´＝
d𝑥′

d𝑡′
＝

d𝑥−𝑣d𝑡

d𝑡−
𝑣

𝑐2
d𝑥
＝ 

𝑉−𝑣

1− 
𝑣𝑉

𝑐2

 

となる。  

・相対論的運動方程式 

特殊相対性理論では法則の形は，ローレンツ変換に対し

て同じ形にならなければならない。ニュートンの運動方程

式 

d𝒑

𝑑𝑡
＝𝑭 

はこの要請を満たさない。 

注意）ローレンツ変換は，座標系の変換である S 系と S´

系の変換に伴い相対性理論において適用される同一の世

界点の時空座標の変換である。 

非相対論的近似 (
𝑣

ｃ
*
2

 ≪1では 

𝑥′＝ 𝑥 − 𝑣ｔ, 𝑡′＝𝑡 

と，ガリレイ変換になる。 

相対性原理を満たす相対論的運動方程式は，次のようで

ある。 

d𝑝 𝜇

𝑑𝜏
＝ 𝑓 𝜇 (𝜇 = 0, 1, 2, 3 ) 

𝑝 𝜇 は 4 元運動量と言い， 

（𝑝 0, 𝑝 1, 𝑝 2, 𝑝 3 ) 

＝

(

 
 

𝑚0ｃ

√1− (
ｖ

ｃ
)

2
,

𝑚0𝑣𝑥

√1 − (
ｖ

ｃ
)

2
,

𝑚0𝑣𝑦

√1− (
ｖ

ｃ
)

2
,

𝑚0𝑣𝑧

√1 − (
ｖ

ｃ
)

2

)

 
   

である。4 元力𝑓 𝜇 は 

（𝑓 0, 𝑓 1,𝑓 2, 𝑓 3 )  

＝

(

 
 

 𝒗・𝑭

ｃ√1− (
ｖ

ｃ
)

2
,

𝐹𝑥

√1− (
ｖ

ｃ
)

2
,

𝐹𝑦

√1 − (
ｖ

ｃ
)

2
,

𝐹𝑧

√1 − (
ｖ

ｃ
)

2

)

 
  

また，𝜇= 0 の場合の式は， 

𝐸＝ 
𝑚0𝑐

2

√1 − (
ｖ

ｃ
)

2
 

と関係している。この式は，種々の形態を持つエネルギー

は質量を持ち，また，質量はいろいろなエネルギーに転化

されることを示す。 

・電磁場のローレンツ変換 

次のマクスウェル方程式 

∇・D (𝒙,t ) ＝ ρ(𝒙,t ) 電場のガウスの法則  

∇・B (𝒙,t ) ＝ 0  磁場のガウスの法則  

∇ ×E (𝒙,t ) ＝－ 
∂𝑩(𝒙,𝑡 )

∂𝑡
  ファラデ―の法則  

∇ ×H (𝒙,t ) ＝ 𝒊 (𝒙,t )+ 
∂𝑫(𝒙,𝑡 )

∂𝑡
  アンペール-マクス

ウェルの法則  

は，ローレンツ変換に対して同じ形になり，これは次のこ

とを用いて示される： 

マクスウェル方程式で物理量や座標に ´ を付けた S´系

での方程式において，偏微分の変数変換の公式 による 

𝐹＝𝐹(𝑥, 𝑡), 𝑥＝𝑥 (𝑥´,ｔ´), 𝑡＝𝑡(𝑥´,ｔ´) 

∂

∂𝑥′
＝ 

∂𝑥

∂𝑥′

∂

∂𝑥
+ 

∂𝑡

∂𝑥′

∂

∂𝑡
 , 

∂

∂𝑡′
＝ 

∂𝑥

∂𝑡′

∂

∂𝑥
+ 

∂𝑡

∂𝑡′

∂

∂𝑡
 , 

また、ローレンツ変換から 

∂𝑥

∂𝑥′
＝ 

1

√1−(
ｖ

ｃ
)

2
 , 

∂𝑡

∂𝑥′
＝

1

√1−(
ｖ

ｃ
)

2
 
ｖ

𝑐2
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これらから

∂

∂𝑥′
＝ 

1

√1−(
ｖ

ｃ
)

2
(
∂

∂𝑥
+

𝑣

𝑐2

∂

∂ｔ
）

∂

∂𝑡′
＝ 

1

√1−(
ｖ

ｃ
)

2
(
∂

∂ｔ
+ 𝑣

∂

∂𝑥
 

∂

∂𝑦′
＝

∂

∂𝑦

∂

∂𝑧′
＝

∂

∂𝑧

さらに， 系と 系での電場 と磁場 についての次の

関係

𝐸𝑥´＝ 𝐸𝑥，𝐸ｙ´ ＝ 
(𝑬＋𝒗×𝑩)

ｙ

√1−(
ｖ

ｃ
)

2
，𝐸ｚ´ ＝ 

(𝑬＋𝒗×𝑩)
ｚ

√1−(
ｖ

ｃ
)

2

𝐵𝑥´＝ 𝐵𝑥，𝐵ｙ´＝ 
(𝑩− 

𝒗

𝑐2
×𝑬)

ｙ

√1−(
ｖ

ｃ
*
2

𝐵ｚ´ ＝ 
(𝑩− 

𝒗

𝑐2
×𝑬)

ｚ

√1−(
ｖ

ｃ
)

2

を用いる。これらにより，マクスウェル方程式の の付

かない 系での方程式が導かれ，方程式の形が変わらない

ことが示される。

上式は，𝑥軸方向に𝑣で進む座標系に対するものである

が，一般に，非相対論的近似 (
ｖ

ｃ
*
2

≪1では，

𝑬´＝𝑬＋𝒗 × 𝑩

𝑩´＝𝑩－ 
𝒗

𝑐2
× 𝑬 ．

また， 系で速度 で運動している荷電粒子の電磁場中

での荷電粒子の運動方程式は，

𝑚
d2𝒓

ｄ𝑡2
＝ｑ ＋ 𝑩

´系で

𝑚
d2𝒓´

ｄ𝑡´2
＝ｑ  ´＋ ´´ 𝑩´

となる。

一般相対性理論

一般相対性理論は，慣性系以外の任意の座標変換に対

する法則の変換性を論じたものである。マクスウェル方程

式は電磁気力に関する法則であり，一般相対性理論は，重

力に関して展開したものである。すなわち，

・どのような座標系（慣性系や加速度系を含む）でも物

理法則は同じ形で表される。［一般相対性原理］

・慣性力 加速度系で現れる見かけの力 と重力とは本

質的には区別できない。

・適当な加速度系を取れば重力の影響をなくすことがで

き，重力が働かない場合は特殊相対論が成り立つ。

を原理として，理論を展開したものである。

ニュートンの万有引力

＝－ 𝐺
𝑀𝑚

𝑟2

𝐺：万有引力定数

は，特殊相対論により光速より早く伝わるものはないこと

から，離れた物体間で働く力は場を介在して伝わると考

え，場によって記述される。 近接作用 すなわち，片方

の物体によりその周りに力の場ができ，もう一方の物体を

その位置に置いたとき場により力を受ける。この力の場を

ポテンシャル（位置エネルギーと関係）Φ 𝒓 で表し，

＝－𝑚∇Φ 𝒓 ，∇ ≡ 𝒊
  𝜕

   𝜕 𝑥
 𝒋

∂

∂y
 𝒌

∂

∂𝑧

Φ 𝒓 ＝－𝐺
𝑀

𝑟
．

また，この万有引力 重力 の場は次の方程式を満たす。

ΔΦ 𝒓 ＝４πGρ 𝒓

アインシュタインは，これに対応した相対性理論での重

力の場の方程式

𝑅𝑖𝑗 －
1

2
𝑅𝑔𝑖𝑗 ＝ －

８𝜋𝐺

𝑐4
𝑇𝑖𝑗

を導き，これをアインシュタインの重力方程式という。左

辺が時空の歪み，右辺はそれを生じる物質に関する量であ

る。 𝑔𝑖𝑗を計量テンソルと言う。𝑅𝑖𝑗はリッチテンソル，

 はスカラー曲率 ，𝑇𝑖𝑗はエネルギー運動量テンソルであ

る。物体はこの式で決まる時空の歪みに沿って運動する。

ローレンツ変換に対する不変量 は，非慣性系をこれ

により現れる慣性力が重力を打ち消すようにとり，この非

慣性系に座標変換した場合やはり不変で，

＝∑ 𝑔𝑖𝑗d𝑥
𝑖d𝑥𝑗𝑖,𝑗

となる。

近接した二点間の距離 は，斜交軸に変換する場合，

＝∑ 𝑔𝑖𝑗d𝑥
𝑖d𝑥𝑗𝑖,𝑗

と表される。 𝑔𝑖𝑗は斜交軸の角度に依存する。このように，

 𝑔𝑖𝑗は座標系の変換に対して変わる。曲線座標にも一般化

し，計量テンソルは曲面の形状を定め，時空の歪みを扱う

一般相対性理論で用いられる。時空の歪みは，次元を１つ

あげた時空での曲線座標で表すことができる。たとえば，

２次元の球面は 次元の球座標で表される。アインシュタ

インの重力方程式を解いて得られる 𝑔𝑖𝑗から時空の歪みが

求められる。

計量テンソルは重力場を表す。すなわち，一般相対性理

𝑥  
 

𝑥  
 

′´

図 15 斜交軸
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論は，加速度系での慣性力と重力を結び付け，一般の座標

変換によって物理法則を求め，重力場を時空の歪みと結び

付けたものである。 

 

○ゲージ変換 

電子などの荷電粒子と電磁場との相互作用について，シ

ュレーディンガー方程式（時間を含む） 

Ｈψ＝ 𝑖ℏ
∂𝜓

∂𝑡
  

において系のハミルトニアンＨ は， 

Ｈ＝ 
1

2𝑚
(𝑝 − 𝑞𝐴)2+ qΦ ＝ 

1

2𝑚
(－𝑖ℏ 𝛻 − 𝑞𝐴)2 + qΦ（1）  

Ｈ：エネルギー演算子 

となる。Ａ，Φ を電磁ポテンシャルといい， 

E ＝－
∂Ａ

∂𝑡
 －𝛻Φ ，B ＝ 𝛻×Ａ.      （2） 

波動関数 ψは 

ψ ´＝ 𝑒𝑖𝑢/ℏψ         （3） 

と変換しても，観測量と関係した｜𝜓 ´｜
2
は｜𝜓 ｜

2
と変わ

らない。また，電磁ポテンシャルＡ，Φ を 

          𝑞𝐴 ´＝ 𝑞𝐴 + 𝛻u ，qΦ ´＝ 𝑞𝛷－
∂𝑢

∂𝑡
   (4) 

と変換しても(2)から得られる電場と磁場は変わらない。ψ 

→ψ ´，Ａ →Ａ´ ，Φ → Φ´ とすることをゲージ変換という。

さらに，この変換で方程式は 

[ 
1

2𝑚
(－𝑖ℏ 𝛻 − 𝑞𝐴 ´ )2 + qΦ ´]ψ ´＝ 𝑖ℏ

∂𝜓´

∂𝑡
 

となり，ゲージ変換に対し方程式の形は変わらない。 

電磁ポテンシャルと波動関数は任意性があり，お互いに

(3)･(4)のような関係がある。ゲージ変換に対し相互作用

を表す方程式の形が変わらないというゲージ変換の理論

は粒子と場との相互作用を決める理論に使われる。 




