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要 旨

論文の第Ⅱ部では、時系列モデルに焦点を合わせて、まず、計量経済モデルにおける外生変数の

定義の問題を、統計的推測の諸公準との関係、および、因果性との関連から考察する。とくに、論

文では外生性を統計的補助性と同一視する立場を詳細に検討する。その上で、グレンジャー因果性

を発展させた一方向因果性の概念とその定量的測定を説明する。また第�系列が介在する状況で、

その効果の除去法を偏一方向効果測度という視点から紹介し、応用例を示す。

［キーワード］一方向効果測度、外生性、十分統計量、偏因果性、補助統計量

�．外生性と因果性

統計的証拠の評価は、通常、データ＝観測値

を確率モデルに照らして行われる。ここで関与

するのは、観測値 xが属す標本空間 Ω、確率

モデルに含まれる母数 θが属する母数空間 Θ、

そして、Ωと Θの上で定義される確率 Pr の�

つである（確率 Pr は、以下、離散確率モデル

では確率、連続確率モデルでは確率密度を表す

ものとする）。これら�つの組を E≡Ω,Θ,Pr 

と表し、Eを実験と呼ぶことにする。統計的証

拠の評価とは、実験 Eとその結果 xの証拠的

内容あるいは証拠的意味、つまり EvE,xの

解釈に他ならない。実験 Eは、よく設計され

た対照実験の場合は比較的明確に定義され、非

実験的観察においては、明示することがしばし

ば困難である。

6.1 条件付推測

統計量の十分性（sufficiency）は、フィッ

シャーが統計的推定との関連で導入した概念で

ある[Fisher（1925）]。フィッシャーは統計的

推定をデータの要約という観点で考えた。実験

結果を観測するのは，それが何らかの意味で情

報をもたらすからであり、結果を統計量として

要約すれば（例えば、50個の観測値をそれらの

平均値によって要約すると）、一般に情報の損

失が伴う。統計量が十分であるとは、この要約

の過程で情報損失を伴わないことを意味する。

一つの実験 Ω,Θ,Pr に対して、結果 xの関数

t (x)が十分統計量であるとは、結果 xの代わ

りに t (x)を観測すれば、それ以上 xについて

の調査が母数 θについて追加情報をもたらさ

ないを意味する。確率表現では,

（6.1） Pr (x θ)=Pr (x t)Pr (t θ)

と表され、t を与件とする、x の条件付確率

Pr(xt)が θに依存しない場合、tを十分統計量

と よ ぶ。t(x) の と り う る 値 の 全 体 を



Ω′ =t (x)：x∊Ωと書くことにすると、もと

の実験 Ω,Θ,Pr に対して t(x) を観測するとい

う実験は Ω′,Θ,Pr ′と表せる。ここで Pr′は確

率 Pr ′=Pr (t θ)を意味する。

推定値が十分性の条件（6.1）を満たす場合

には、十分推定値は母数についてのすべての情

報を保有しているから、その値が与えられたう

えでは、他の任意の推定値を得ても、その条件

付分布は母数に依存しない。この考え方の一つ

の応用として、母数 θの推定値 θ


(x)があると

き、十分統計量 t を与件とした θ


(x)の条件付

期待値は、離散型モデルでは、

E(θ


t)=∑
Ω

θ


(x)Pr (x t)

として与えられ、この値は十分統計量の関数で

あり、θを含まない一つの統計量を与えること

になる。推定値としてこの条件付期待値

θ


=θ


(t)=E(θ


t)は望ましい性質をもつ。す

なわち、損失関数V (θ̂ ,θ)は θ を固定したとき

Vは θ̂ について実数値凸関数であるとすると、

（6.2） E(V (θ̂ ,θ))≤E(V (θ̂ ,θ))

が成立する。つまり平均的には θ̂ (t)がθ̂ (x)よ

り望ましい推定値を与えることを示すことがで

きる。また、十分統計量が与件とされるとき、

実験結果の条件付確率が θによらないという性

質は、推定のほかにも、帰無仮説が複合仮説と

して与えられるときの有意性検定の構成にも応

用することができる。

不等式（6.2）は、推定問題において、実験

E′=(Ω′,Θ,Pr ′)から出発して推定値を構成する

ことを意思決定論の立場から正当化するが、さ

らに進んで (E,x)と (E′,t (x))との証拠的内容

には違いがないことを主張するのが十分性公準

（sufficiency axiom）である。すなわち十分性

公準は

（6.3） Ev(E,x)=Ev(E′,t)

を意味する。（6.3）が正当なデータ解釈である

と主張するのが十分性公準である。

さて、十分性とならんでフィッシャーの導入

した概念に補助統計量（ancillary statistic）が

ある[Fisher（1934）]。補助統計量を条件付き

とする推測が妥当である場合を示したコックス

の例がある（次の例はコックスを敷衍したもの

である）[Cox（1958）を参照]。

例 6.1 二つの実験 E、Eがあり、Eでは結

果は平均 θ、標準偏差�の正規分布に従って分

布し、Eでは平均 θ、標準偏差�の正規分布

に従うものとする。さらに E実験における結

果 zは、E、Eの試行とは独立に�/�の確率

で�か�の値をとるものとする。Eの結果 z

が�ならば実験 Eを行い、�ならばEを行う

混合実験を Eとよぶことにする。Eの結果

は二つの値の組 (a,y)からなり、aは�か�を

とり、y は E、あるいは、Eの実験結果を表

す。さて、Eの実験にもとづいて、母数 θに

ついての推測をいかに実行すべきか。

いま、帰無仮説 θ=0を θ>0という対立仮説

に照らして検定する目的の実験で、Eの実際

の結果が�であり、実験 Eが行われて y=1.5

が観測されるとする。観測された有意水準の計

算のためには（0,1.5）より強い乖離を示す標

本点の集合として、a=0に対しては y≥1.5と

なる集合を、a=1に対しては y≥4.09となる集

合を考えるのが妥当であろう、ここで y=4.09

は等式

1

 2π
exp − 1.5

2 ≈ 1

 2π・4
exp − y

32 
を満たす yの値である。そのような乖離を示す

結果全体の確率は帰無仮説のもとで

（6.4） Pr
 =Pr y≥1.5θ=0,σ =12

+Pr y≥4.09θ=0,σ =162

≈0.110

として与えられる。母数 θに関する統計的推測

を実行された実験とその結果にもとづいて行う

とき、（6.4）による観測有意水準の評価は適当
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であろうか。θ に関連して実行された実験は

Eであり、実験 Eは行われなかった。実験

Eが繰り返される限りにおいては、Eも繰り

返され、標本空間も Eの存在を無視して構成

することはできない。しかし、実際に行われた

実験 Eとその結果 y=2 の解釈のために、実

行されなかった実験 Eまでも考慮することは

むしろ、不適切な情報を導入することになるの

ではないか。もし実験 Eのみにもとづいて、

y=2から観測された有意水準を計算すれば,

Pr=Pr y≥1.5θ=0,σ =1≈0.067

となり、Pr
 と比べて仮説とデータの不整合を

より強く示す評価が与えられる。実行された実

験のみにもとづいて結果を解釈するという立場

からは、(E,2)は (E2)と同じ意味をもつこ

とになる。これは a=0を与件とする条件付推

測を行うことが適切であることを意味する。こ

れがコックスの議論である。

この実験 Eにおける統計量 a をフィッ

シャーは補助統計量とよび、統計的推測におけ

る主題となる標本空間をいかに限定するかとい

う問題との関連でその重要性を強調した。離散

型モデルの場合に、一つの実験 E=Ω,Θ,Pr 

に対して統計量 t (x)が値 t をとる（離散型）

確率

Pr t (x)=t= ∑


Pr (x)

があらゆる t に対して θ と独立であるとき、

t (x)を補助統計量とよぶ。上の混合実験 Eに

おいては、x=(a,y)と置くとき、t (x)=aが補

助統計量となっている。実験 Eにおける結果

y=2を実際に行われた実験 Eにもとづいて解

釈することが正当であると主張する。一般的に

実験結果 (E,x) の証拠的意味が、補助統計量

t(x)を与件とする条件付確率に対して不変であ

ることを主張するのが,条件性公準 （condi-

tionality axiom）である。補助統計量 t(x)を与

件とする実験 E の条件付確率を Pr (y t (x),θ)

と 書 き、誘 導 さ れ た 標 本 空 間 を

Ω′=y:t (y)=t (x)と定義し、新しい実験 E′を

E′(Ω′,Θ,Pr (·t (x),θ))と定義する。このとき、

条件性公準は

（6.5） Ev(E,x)=Ev(E′,x)

と表される。上の混合実験の場合には、実際に

行われた実験との関連でデータを解釈するとい

うコックスの主張には説得力があるが、一般的

な実験状況に対しては、統計量のように適切な

補助統計量を一意的に定めることが困難である

ことをバスウ（Basu、1964）は示した。すな

わち、補助統計量の選択が非常に異なる条件付

モデル、したがって、異なるデータ解釈を導く

例が存在し、（6.5）の一般的な適用を困難にし

ている。

例 6.2 [フィッシャー（1956）] 確率変数 x,y

は 互 い に 独 立 に、平 均 E(x)=cos θ ,

E(y)=sin θ、分散はいずれも�の正規分布に

従うものとする。θを未知母数とするとき、そ

の最尤推定量は θ̂=tan(y/x)となることが分

かる。他方、l̂= x+y とおくと、(x,y)から

(l̂ ,θ̂)への角座標変換は�対�対応となり、

(l̂ ,θ̂)は十分統計量である。また l̂ の分布は母

数 θとは独立であり、補助統計量となる。最尤

推定量 θ̂ は、単独では、十分統計量にはなら

ないが、l̂を与件とした場合の (x,y)の条件付分

布に対して θ̂ は十分統計量となる。θ̂ へ要約に

よって失われた情報が l̂ によって回復する。

例 6.3［ヒンクレイ （Hinkley，1980）] 確率

変数 e,eは独立にそれぞれ�と−�を�/�の

確率でとる。x=θ+e, i=1,2とし、θ は未知

母数で、x,xを観測するとき、θの最小�乗推

定量は θ


=(x+x)/2として与えられる。一

方、D=x−xと お く と、D の 分 布 は、

Pr (D=0)=1/2、Pr (D=2)=Pr (D=−2)=1/4

となり、θに依存せず補助統計量となる。ペア

(θ


,D)は十分統計量を構成する。もし D=0な
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らば

Pr θ


=θ+1D=0=Pr θ


=θ−1D=0=1/2

が成立し、D≠0ならば Pr θ


=θ D≠0=1が

成立する。すなわち、Dを条件付け変数とする

とき、θ


の条件付き分布は、非常に異なる推測

を導くことになる。

6.2 外生変数を定義する

同時方程式モデルの枠組みにおいて「外生性

（exogeneity）」という概念を狭く定義し、内生

変数データが生成されるシステムにとって全く

外的な与件と仮定することは、しばしば、統計

的推測を容易にするが、そのような想定が妥当

する状況は少なく、経済実データへの適用可能

性を狭隘なものとする。1970-80年代の計量経

済学の範型移行（パラダイムシフト）は、外生

性概念の精緻化を含むものであった。経済経験

モデルにもとづいて内生変数を予測し、あるい

は、政策効果を測定する場合、

⑴ 政策変数は、いかなる状況で、外生変数と

いえるのか

⑵ 政策シナリオを与件とした条件付推測はい

かなる状況において妥当であるのか

⑶ いかなる動学的条件の下で外生変数と内生

変数の間にフィードバック関係がないと言え

るのか

⑷ 政策の変更は経済主体の行動方程式に含ま

れる母数のシフトを伴わないのか

等の諸問題に直面する。とくに⑷点目は、ルー

カスが提起した批判点である[Lucas（1976）]。

これらの問題に答えるためには、「外生性」と

は何かについてより踏み込んだ考察が必要とさ

れる。

第�節で紹介した、y t を内生変数とする同

時方程式システム

Ay t +Bzt =εt 

において、�つの確率過程 εt と zt とが

確率的に独立であり、さらに zt の分布関数

に含まれる母数が、A,Bおよび εt の分布母

数 Σ と関数的に独立であるとき、zt は「狭

義外生的（strictly exogenous）」と定義するこ

とにする。誘導形係数 Φおよび撹乱項 εt の

共分散行列 Σ の条件付統計的推測を、この狭

義外生変数の観測値を与件とした尤度関数にも

とづいて行っても情報損失をこうむることはな

い。コールズ・コミッションの研究プログラム

では外生変数がこのように定義できる状況を想

定していた。ここで、観測データ全体が保有す

る情報量と外生変数を条件付け変数とする観測

データの条件付き分布の保有する情報量が等し

いとき情報量損失は発生しない。

十分性と補助性を議論するにあたっては、情

報量という概念が中心的な役割を演ずるが、さ

まざまな情報量の定義のなかで代表的なものと

してファイシャー情報量がある。n個の確率変

数 x,x,…,xの同時密度関数が f x,x,...,xθ

として与えられているとする。ここで θは母

数で、k次元のベクトル値をとるものとする。

確率変数 x,x,…,xを観測することによって

もたらされる θについてのフィッシャー情報

量（あるいは情報行列）を、その i, j要素が

Iθ≡E ∂

∂θ
log f x,x,...,x,θ

⋅
∂

∂θ
log f x,x,...,x,θ , 1≤i, j≤k

として与えられる k×k行列として定義する。

尤度関数が θの変化に対して平均的にどのく

らい敏感に反応するかを、この Iθを使って

表そうというのが、フィッシャー情報量の考え

方である。正則な統計モデルに対して、

Iθ=−E
∂

∂θ∂θ
log f x,x,...,xθ

が成立する。十分統計量の情報量は元になる

データの情報量と等しく、補助統計量の情報量
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はゼロ行列である。

いかなる状況において、条件付推測が許容さ

れるかという点に議論を限定すると、狭義外生

性の条件は十分条件であっても、必要条件では

ない。条件付推測（conditional inference）は、

フィッシャーが、補助統計量を条件付きにした

最尤推定量による推定という限定的な概念枠組

みとして導入したものである。

補助統計量の（6.4）による定義は小標本を

念頭においている。一般的に、大標本推測にお

いて、最尤推定量は漸近的�次十分統計量であ

るが、高次漸近分布において�次漸近展開まで

考えるとフィッシャー情報量損失が発生する。

このとき分布が母数を含まない補助統計量を構

成して、その補助統計量を与件とした最尤推定

量にもとづく条件付推測を行うことで、この�

次フィッシャー情報量損失は回復される。つま

り、最尤推定量は漸近的に条件付�次十分統計

量となる[Hosoya（1988）]。この概念枠組みに

おいて、一定の変数を外生変数とすることでは

なく、分布が母数依存しない統計量を条件付け

変数とすることによる最尤推定量の推論が情報

を最大限利用することになる。この補助性の概

念をコールズコミッション・モデルに対する制

限情報最尤法に適用して、適切な漸近的補助統

計量を用いて高次漸近情報損失の回復を示した

議論した研究として Hosoya,Tsukuda and

Terui（1989）がある。

フィッシャーの補助性を一般化して、バーン

ド ル フ ‐ニ ー ル セ ン（Barndorff-Nielsen,

1978）が 導 入 し た 概 念 に S - 補 助 性（S-

ancillarity）がある。エングル‐ヘンドリー‐

リチャードはこの S -補助性の概念を外生性の

定義に援用した[Engle, Hendry and Richard

（1983）を参照、以下では、この論文を EHR

論文と略記する］。観測系列 xt =y t ,zt の

過去の値 X t−1≡xt−1,xt−2,⋯を条件

付きとした確率密度関数（あるいは分布関数）

が

（6.6） f xt  X t−1,λ=f y t  zt ,

X t−1,λf zt  X t−1,λ

と分解され、λ=λ,λの母数空間が直積

Λ×Λの構造をもつとき、すなわち λと λ

の間に従属関係がないとき、zt は λに対して

「弱外生的（weakly exogenous）」であると

EHR 論文は定義する。すなわち、弱外生とは

時系列モデルにおける S -補助性に他ならな

い。母数 λの統計的推測を、過程 zt を条

件付きで行っても情報量損失はない。この

EHR 論文の弱外生性の定義においては、とく

にフィッシャーがそもそも導入した、最尤推定

法との組み合わせにおける条件付き推測が考慮

されているわけではない。また、大標本におけ

る漸近的補助統計量の構成や高次漸近情報損出

の回復も考慮されていない。EHR 論文は、λ

あるいはその関数の推測を実行する限り、確率

密度が（6.5）と分解されるとき zt を条件付

き統計量とすることは、情報量損失を伴わない

ため、許容されると主張する。そしてこの限り

で zt は外生変数としての資格を得る。しか

し、例6.2の l̂ 、および、例6.3の Dは、S -補

助性の条件を満たすが、むしろ内生変数から構

成される統計量であり、システムにとって外的

な変数と見なすことはできない。こうした観点

から、互いに質の異なるカテゴリーである、外

生性と統計的条件付推測とを一括りにすること

は適当ではない。

補助統計量それ自体は、第6.1節で見たよう

に、変数間の動学的な相互依存の構造を特徴づ

けることを目的としていない、純粋に統計的推

測に関わる概念であり、本来は最尤推定値の情

報量損失を補う目的で（内生変数を含む）統計

量からその周辺分布が母数依存しないように構

成される統計量である。他方、動学的には zt 
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が外生変数であるとは、母数推測を伴う、伴わ

ないに関係なく（母数の値が既知であっても）、

zt が内生変数 y t に効果を及ぼすが、y t が

zt に効果を及ぼすことがないことを含意す

る。そのため EHR 論文は zt が λに対して

弱外生的であり、かつ y t が zt に対し

て、グレンジャーの意味で原因となっていない

場 合、zt は 母 数 λに 関 し て「強 外 生 的

（strongly exogenous）」であると定義する。つ

まり、因果性という観点から、変数を原因変

数・結果変数と分類するとき、結果変数は外生

変数となることができない。原因変数にはその

資格がある。EHR 論文においては、強外生性

の定義は原因をグレンジャーの意味での原因変

数に限定しているが、この限定には根拠がな

い。本論の第�節で取り上げた実験における制

御された介入変数も外生変数に分類することは

十分に妥当である。

「ルーカス批判」に対応するため、zt が強

外生的であり、かつ、（6.5）における λの変

更を伴う政策決定に対し、λが不変であるとき

「超外生的（super exogenous）」であると EHR

論文は定義した。すなわち「強外生性」は補助

性以外に y t と zt の間の動学的従属性と

して一方向因果性を考慮する、そして、「超外

生性」は、政策介入が λの変化として表現さ

れるとき、それに伴って行動母数 λがシフト

しないことを意味する。グレンジャー因果性に

ついては次節で取り上げる。これに対して、実

験 的 介 入 に お け る 母 数 の 不 変 性 は、

xt =y t ,zt の非介入観察で検出される（例

えば（6.6）という関係の）安定的連関が zt 

を介入的に変更しても持続するかという問題に

対応する。

そもそもコールズコミッション・モデルは、

第�節で述べたように、比較静学的に、クロス

セクション状況で外的条件の変化に応じて、内

生変数がいかに決定されるかをモデル化したも

のであり、動学的連関（フィードバック）は考

慮されていなかった。これに対して、EHR 論

文は、時系列モデルにおいて、外生性を�つの

異なる水準で定義することで、�つの異質な概

念を「外生性」という�つの概念に括ろうと試

みている。しかし、この試みは、概念の総合に

成功したというよりも無理な総合としての観が

強い。

�．一方向効果の測定

�系列の時系列間での、フィードバック関係

の存在・非存在、因果の方向とその強度など相

互依存関係を検出することは、グレンジャーが

予測精度の改善というプラグマティックな観点

から因果性（あるいはその非存在）を定義して

以来、（とくに経済の）時系列データ分析のた

めの主要な視角の一つとなっている[Granger

（1963,69）]。すなわち、一つの時系列 vt が

他の時系列 ut の原因となっているのは、予

測変数として時系列 vt の追加が、ut の

予測に役立つかという観点を基礎としている

（グレンジャーは、終始、この観点はノーバー

ト・ウィナーに由来していると主張していた）。

グレンジャー因果性概念は、線型・非線形、

定常・非定常、母数型・非母数型などの時系列

モデルの類型に応じてさまざまに定義が可能で

あり、さらにまた、予測精度をいかに測るかに

応じて、多様な測度の構成が可能である。

Granger 因果性の検定は定常時系列の枠組みで

行うのが基本であるが、定常・非定常時系列モ

デルに対して、時間領域表現を用いた検定、お

よび、周波数領域での因果測度の推定や検定法

の大量な研究がある。本節以下では、因果性の

論点を単純化、明確化するため、議論を共分散

定常（広義定常）時系列にしぼり、予測は�期

先平均�乗誤差最適線型予測に限定して叙述す
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ることにする。

主題となる�つの定常時系列 ut 、vt 

のみに着目するとき、vt から ut へ向か

うグレンジャーの因果性の存在・非存在は、

ut の予測を

� 情報 us,vs,s≤t−1にもとづく予測

� 情報 us,s≤t−1にもとづく予測

として実行することによる予測精度を比較し

て、�が�より予測精度を向上するときに、

vt から ut へ向かう因果性（因果性の矢

印）が存在すると定義する。向上がないとき

vt から ut へ向かう因果性が存在しない

と定義する。すなわち、グレンジャーにおける

因果性の不在は、ut の予測のために、t−1時

点までの過程 uの情報に t−1時点までの vの

情報を追加することで予測を改善することがな

いことを意味する。第�節で述べた介入による

因果性の定義とこのグレンジャーの定義は明ら

かに異なる。しかし、よく設計された実験に

よって検出された因果効果も、新しいデータに

対する予測に役立たない状況では、いかに設計

が優れていても、検出された因果効果の有用性

をそのまま受け止めることは難しい。

さて、予測方式の予測誤差を定量的に比較す

るために、�期先予測誤差の共分散行列につい

てその対数行列式の差に注目する。さらに周波

数表現したときに、この予測誤差の差が周波数

分解できるためには、追加情報として、

vs,s≤t−1を用いるのではなく、vt の一方

向効果要素を取り出して、その追加による予測

精度の向上を計ることが必要とされる。この一

方向効果という考えかたは、とくに、第�系列

の交絡効果の除去を行うに際して重要となる。

�つの時系列の間の因果関係を測定する際に、

第�系列のいかなる効果をその�つの時系列か

ら除去することが適切であるかという問題に関

わる。著者は、非確定的多変量定常時系列間で

の因果性の測度と周波数領域での分解を提案し

た[Hosoya（1991）]。これは、一つの系列 vか

ら他の系列 uへの一方向効果を、t−1時点ま

での vの一方向効果要素を予測に追加すること

による予測誤差の改善として定量的に評価する

方法である。この測度では、vから uへの因果

測度は対応する周波数因果測度の積分に等し

い。この周波数領域での接近法には、グレン

ジャー因果性の不在を検定するのみでなく、周

波数ごとの因果性の強度を検定し、またその信

頼集合を作成することができるという利点があ

る。

多変量定常時系列を構成する個々の時系列間

の周波数領域における（短期・長期といった周

期別）連関性を特徴づける関数として、クロス

スペクトル（cross spectrum）があるが、これ

は個々の時系列をスペクトル分解したときの周

波数ごとの変動要因間の共分散を表すものであ

り、時系列間の短期・長期的相互依存関係を分

析するために有用である。しかしスペクトルそ

のものは、直接には、時系列間の時間的変動の

先行・遅行性を特徴づけるものではない。この

後者の連関を分析するためには、関係する時系

列の同時スペクトルの知識だけでは不十分であ

り、スペクトル密度行列の正準分解と予測の理

論が必要となる [た と え ば、Hosoya and

Takimoto（2010）を参照]。

�つの時系列 ut と vt が、結合過程と

して、ベクトル値�次定常確率過程であると仮

定する。時系列 ut と vt 間の相互作用を

一期先予測誤差の観点から定義することができ

る。H ut ,vt によって u j,vk; −∞< j≤t ,

−∞<k≤sが張る線形空間を表すことにす

る。グレンジャー因果性は因果性の不在を ut 

の H ut−1,vt−1へ の 射 影 ūt と

Ht−1の上への射影 ū・t が（確率�で）

同等であるとき、過程 vt は過程 ut の原
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因ではない、として定義する。このグレン

ジャー因果性の定義に対して、vt の H u∞

の上への射影と H ut の上への射影が同等で

あるとき、vは uに対してシムズの意味で原因

ではないと定義する[Sims（1972）]。すなわ

ち、vt が tの時点までの uの移動平均と、

us過程とは直交する確率過程に分解される

とき、シムズの意味で vt は ut の原因と

はならない。この�つの定義は同等である

[Hosoya（1977）を参照]。

グレンジャーとシムズの因果性は、因果効果

の不在を定義する定性的概念であるが、vの中

から uに対する一方的効果となる要素を取り

出すことが可能である。すなわち、vt の

H ut ,vt−1への射影残差を vt と表す

とき、vt を vの（uに対する）一方向効果

とよぶことにする。vt =0（零ベクトル）で

あるとき、vは uの（グレンジャーの意味で）

原因ではない。さらに ut の情報 H ut−1

にもとづく予測値に伴う予測誤差 u・t を、

H ut−1,vt−1にもとづく予測誤差（そ

れを u 
t と表す）と比較することにより、

すなわち、予測変数として vを追加するこ

とが予測誤差をどの程度減少させるかに注目す

ることにより、vの uに対する因果性の効果を

定量的に測ることができる。すなわち、 vt 

から ut への一方向効果全測度（overall

measure of one-way effect, OMO）を

（7.1） M=log
det Covu・t 
det Covu 

t 

として定義する、ここで Covは、それぞれ、

u・t と u 
t の共分散行列を表わす。以

下で示すように、この一方向効果測度 Mは

非負スカラー量であるが、さらに非負スカラー

値の測度（FMO）Mλを用いて、周波数ご

との測度の積分として分解することができる。

この周波数領域表現の問題は、次節の第�系列

が介在する場合の相互従属測度の表現問題と重

複するため、ここでは省略することにする。ま

た、時系列 ut と vt との間の時系列従属

性を特徴づける測度として、（7.1）の一方向効

果測度のほかに、交互測度（measure of reci-

procity, OMR, FMR）と連関測度（measure

of association, OMA, FMA）が定義できる

[Hosoya（1991,2001）を参照]。本論文では議

論を定常過程に限定しているが、非定常共和分

過程への拡張が可能である[Granger and Lin

（1995）、Hosoya（1997a）、Yao and Hosoya

（2000）、Hosoya, Yao and Takimoto（2005）

を参照]。

�． 第�系列の介在

8.1 偏一方向効果測度

�系列間では一意的な解釈が可能な Granger

因果性概念も、第�の系列が存在する場合に

は、この第�系列との交絡作用あるいは、第�

系列を経由した間接的因果関係が考えられるた

めに、解釈は多様となる。第�系列との相互作

用は、主題としている�系列の間に「見かけ

の」因果性や「間接」因果性といった変則的な

関係を生むことが知られている[Granger

（1980）、Hsiao（1982）を参照]。

第�系列を zt とするとき、定常過程にお

いてその系列の効果を除去する標準的な方法

は、多変量統計解析における偏相関などの偏

（partial）概念を時系列解析へ直接拡張するこ

とであり、この場合、時系列に特有の生起の時

間的順序（時間的前後）関係は無視される。z-

効果を除去した後での�系列の因果関係を導出

するために、偏クロススペクトルの使用が考え

られる[たとえば Granger（1969）を参照]。し

かし、zt ,−∞<t<∞によって生成される線

型部分空間を H z∞と表記するとき、
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H z∞への射影は zt の効果を除去する一

方法ではあるが、全 z -効果の除去は xt と

y t の間の時間順序を考慮したフィードバッ

ク関係を歪める可能性がある。この困難を回避

するための方法としては、第�系列 zt の全

効果ではなく zt 独自の一方向効果要素のみ

を xt と y t から除去する方法が適切であ

る[Hosoya（2001）参照]。具体的には、ut と

vt によって xt と y t の H z∞への射

影残差とするとき、第�変数 zt が介在する

場合の xt と y t の間の偏因果関係を、

ut と vt の間の対応する�系列間単純因

果関係と定義することにする。つまり、y t 

から xt へ向かう偏一方向効果は、vt か

ら ut へ向かう単純一方向効果と定義するこ

とにする。

一方向効果測度の具体的な表現を得るため

に、多変量過程 xt ,y t ,zt 、−∞<t<∞、

は平均�の�次ベクトル値定常過程であり、

VARMAモデル

（8.1） AL
xt 

y t 

zt =BL
εt 

εt 

εt 
にしたがって生成されるものとする。ここで

xt ,y t ,zt および εt ,εt ,εt はそれぞれ

p,p,p -ベクトルであり、ALと BLはラグ

演算子 Lの a -次、b -次の多項式である。ただ

し A0=B0=Iと す る。さ ら に

detAzの零点はすべて単位円の外にあり、

detBzの零点は単位円上または外にあり

detAzと共通の零点はないものと仮定する。

イノベーション過程 εt は平均0、共分散行

列 Σ のホワイトノイズであると仮定する。

zt から xt ,y t への一方向効果（one-

way effect）構成要素とは、予測量として t時

点までの xs,y sと t−1時点までの zsを

用いた線型最良予測による zt の予測誤差と

定義することにする。形式的には、�系列のシ

ステム xt ,y t ,zt の場合には、zt の一方向

効 果 は zt を xs,y s,zs−1, −∞<s≤tに

よって生成される線形部分空間への射影として

与えられる。そしてこの一方向効果要素を

zt と 表 記 す る こ と と す る。こ れ は

xt ,y t ,zt を全体として考えたときの zt 

のイノベーションのうち xt ,y t のイノベー

ションでは説明できない部分と確率的に同等で

ある。

Azと Bzの根条件から、スペクトル密度

の正準因子行列 Λzは

Λz=Az

Bz∑





=(detA(z))

A♯(z)B(z)∑





≡(detA(z))

C(z)

として与えられる。ここで、∑


 は共分散行列

∑

のコレスキー因子であり、A♯は A(z)の転

置余因子行列を表す。C(z)(≡A♯(z)B(z)∑


 )

は

C(z)=∑



C  jz , ā≡(p+p+p−1)a+b

と表わされる有限次数の行列係数多項式であ

る。x(t)と y(t)の部分空間 H z(∞)への

射影残差をそれぞれ u(t)と v(t)として表わ

し、結合過程 u(t),v(t)のスペクトル密度関

数を h(λ)と表わすことにする。このとき、

Λ


(z)を

Λ


(z)=C(z)
∑



 0

0 (∑


:·)


I 0

−∑


·∑


 I
として定義し、その (p+p)×(p+p)対角ブ

ロック行列を Λ


..(z)と表記すると、

h(λ)=
1
2π

detAe 

Λ


..eΛ


..e


が成立する。このように密度関数が共通スカ

ラー因子を含む場合は、一方向測度をはじめす

べての測度がこの共通因子 detAz

に依存

しないことが証明できる。このため、この因子

を無視して u(t),v(t)の密度が、そもそも、
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k(λ)=
1
2π

Λ


..(e)Λ


..(e)


として表現されるとしても一般性を失うことは

ない。ただし、Λ


(z)は正準行列であるが、そ

の部分行列 Λ


..(z)が正則因子である保証はな

い、そのため正準でない場合は、適当な正準化

アルゴリズムを用いて、正準因子 Γ(z)を構成

して、

（8.2） k(λ)=
1
2π

Λ


..(e)Λ


..(e)


=
1
2π

Γ(e)Γ(e)


と分解することが測度の構成には必要であり、

かつまた、こうした分解は可能である[正準分

解の数値アルゴリズムについては、Hosoya

and Takimoto（2010）を参照]。

z(t)が介在する状況での x(t)と y(t)の

間の偏相互依存測度は、すでに見たように、

u(t)と v(t)の間の対応する測度として定義

することにする。一般性を失うことなく、

u(t),v(t)のスペクトル密度行列は k(λ)であ

り、k(λ)は（8.2）の右辺のように正準分解さ

れると仮定することにする。正準分解（8.2）

から、u(t),v(t)は�段階先予測誤差を用いた

次の MA モデルで表すことができる。�段階

先予測誤差をϵ(t)≡(ϵ(t)

,ϵ(t)


)

≡(u(t)


,

v(t)

)

と定義すると、


u(t)

v(t)=Γ(L)Γ(0)


ϵ(t)

ϵ(t)
として有限次数の移動平均モデルで表すことが

できる。ここで、Eϵ(t)=0であり、また

Eϵ(t)ϵ(t)


=Γ(0)Γ(0)

=∑が成立する。さ

らに

（8.3)
ϵ
(t)

ϵ
(t)≡∑





0

0

∑


: 
I 0

−∑∑


 I
ϵ(t)

ϵ(t)
≡Ξϵ(t)

として、ϵ(t)を ϵ(t)に標準変換する。この変

換により、Eϵt ϵt 

=Iが成立すること

が分かる。こうして移動平均表現

（8.4） 
u(t)

v(t)=Γ(L)Γ(0)

ΞΞϵ(t)

≡Γ(L)ϵ(t)≡
Γ

(L) Γ
(L)

Γ
(L) Γ

(L)
ϵ
(t)

ϵ
(t)

に到達する。変換（8.3）によって、ϵ
(t)は

v(t)から u(t)への標準化された一方向効果で

あることに注意する。（8.4）より

ut =Γ 
Lϵ

t +Γ 
Lϵ

t 

が成立するから、u(t)における v(t)からの一

方向因果効果は Γ 
Lϵ

t であるとして明示的

に取り出すことができる。こうして、（8.4）よ

り、z(t)が介在する状況での y(t)から

x(t)へ の 周 波 数 別 偏 一 方 向 効 果 測 度

（frequency-wise partial measure of one-way

effect）は

（8.5） PM:(λ)=logdetI

+Γ
(e)


Γ

(e)(Γ
(e)


Γ

(e))



と定義される、ここで Γ

(e
)は（8.4）の右

辺で定義される部分行列である。

y t から xt への偏一方向効果全測度は

（7.1）より

PM:≡M=log
det Covu・t 
det Covu 

t 

と表される、記号法 u・t と u 
t はそれ

ぞれ（7.1）で定義した通りである。（8.5）で

定義した偏一方向周波数測度の周波数領域上で

の積分は偏一方向全測度に等しいこと

PM:=
1
2π 




PM:λdλ

が成立する[Hosoya （1991, p.433）]。

8.2 因果測度の統計的推定と検定

これまで概説してきた偏因果諸測度に対して

は、実際のデータ生成状況に対応するさまざま

な定常・非定常時系列モデル上で、有限観測値
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にもとづく統計的推測を実行することができ

る。モデルは通常未知母数 ψを含んでいて、

偏因果測度もこの母数の関数になっていると考

えられる。

定常過程 xt ,y t ,zt はモデル（8.1）に

よって生成される多変量ARMA過程であると

仮定し、以下の記号は8.1節で定義されたもの

と 同 じ で あ る と 仮 定 す る。有 限 標 本

xt ,y t ,zt ;t=1,…,T にもとづいて、偏因果

測度を推定するには、ψ＝AL,BL,Σ の推

定値 ψ
＝AL,BL,∑


を代入して求めること

ができる。

Gψはm -ベクトルあり、その要素は第7.1

節で与えた諸測度であるとする。たとえば要素

が Gψ=
1
2ε 




PM :λ ψdλ と

Gψ=
1
2ε 




PM:λ ψdλから構成される

2-ベクトル Gψはある小さい正数 εに対して

長期的（低周波の）一方向効果を測定する。定

常モデルの広い類に対して、サイズ T の観測

値にもとづく最尤推定値あるいはウィットル最

尤推定値を ψ
とするとき、 T ψ−ψは漸近的

に N 0,Ω ψにしたがう、ただしここで ψは真

の値であり、Ω ψは Ω ψの一致推定値である

[大標本理論については Hosoya（1997b）を参

照]。要素を ∂Gψ∂ψとするヤコビ行列を

DGで表すと、 T Gψ−Gψは漸近分布

N 0,H ψをもつ、ここで

H ψ=DGψ

Ω ψDGψ

である。このとき Gψについての推測はWald

統計量

T Gψ−Gψ

H ψ


Gψ−Gψ

にもとづいて行うことができる。この統計量

は、H ψが正値定符号であるかぎり、漸近的

に自由度mの χ分布にしたがう。この統計量

にもとづいてグレンジャー非因果性を検定でき

るのみならず、Gψの信頼性命題を作成するこ

とが可能である。

8.3 応用事例：期間スプレッドと経済

成長率

資産価格は予見的に形成されるため、経済活

動を予測するために利用できるということは定

型的事実とされている。とりわけ、期間スプ

レッド（長期利子率と短期利子率の差）によ

る、経済成長率、不況、鉱工業生産、インフ

レーションの予測に関しては大量な経験分析が

行われている[包括的な研究展望としては、

Stock and Watson（2003）および Wheelock

and Wohar（2009）を参照]。研究者により見

解の相違があるが、比較的共通した事実認定と

しては、期間スプレッドの予測能力は時期と国

によって異なり、一般論は成立しない。米国で

は、1980年代中頃を境にして、前期では比較的

に高い予測力が認められるが、後期はそれが低

下している[Stock and Watson（2003）]、また

日本については、期間構造が有効な予測変数で

あったのは1984-1991年のみであった[Kim and

Limpaphayom（1997）]という指摘がある。

期間スプレッドの予測能力が低い時期につい

て、ストック‐ワトソンは、グレンジャーの因

果性の標本内有意性検定が有効でないことを強

調している。つまり原因変数の有意性の検出は

予測に有用であることを意味しないと主張す

る。標本外予測に対してグレンジャー検定が有

効に働かない理由として、彼らはモデル母数が

変化するためと考えている。つまり、対立仮説

のパラメータが時間変動する場合、標本内で有

意であっても、標本外で係数が変化して予測に

役立たなくなることがあると主張する。グレン

ジャー（非因果性）帰無仮説が棄却される場合

（つまり原因変数が有意である場合）、もし（母
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数値一定の）対立仮説が真であれば、その対立

仮説にもとづいて予測したモデルにおいて予測

が改善することを、ストック‐ワトソンは否定

しているわけではない。本論文での一方向効果

の考えは、たとえ母数が時間的に一定であって

も、一方向因果性の度合いが小さければ、たと

えグレンジャー帰無仮説が棄却されても、予測

に役立たないという考え方であり、この点で、

ストック‐ワトソンとは異なる視点を用いてい

る。経験分析への応用例として、アメリカ経済

における期間スプレッドTS と経済成長率との

間のそれぞれの向きの一方向効果の推定結果

を、第�系列として貨幣量M2を用いて計測し

た例を示す。経済成長率としてはΔ logGDP、

貨幣残高としてはΔ logM2を使用する。また、

データは1959年 Q1から2013年 Q4の期間に関

して�半期データを使用する（図8.1は全期間

の変動を示す）。期間を 1959Q1-1998Q4 と

1993Q1-2013Q4の�期間に分けて推定・検定

を行った。�変量ARMAモデルに対して�段

階推定法を適用して、モデルはいずれの期間も

VARMA（1,1）が選択された。このモデルに
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図 8.1 TS、GDPとM2

図 8.2 相互依存測度（1959Q1−1998Q4）

図 8.3 相互依存測度（1993Q1−2013Q4）



もとづいて母数の推定値を求め、諸測度を推定

し た [推 定 法 の 詳 細 は Takimoto-Hosoya

（2006）を参照]。図8.1は時系列を示している。

図8.2と8.3は、それぞれの期間について、モデ

ル母数の推定値にもとづいて推定した相互依存

測度を示している。すなわち、第�系列である

貨幣残高からの一方向効果を除去したあとの

TS から成長率、および成長率から TS への偏

一方向効果測度 FMO、FMO2、と相互測度

FMR および連関測度 FMA をそれぞれ周波数

別に示している。全体としては、前半期では

FMO が低周波（長周期）で高い値を示し、ワ

ルド検定でも有意な効果が検出されるが、対照

的に、後期の1993年以降は FMO も FMO2も

有意な一方向効果は見られない[この TS と経

済成長率の経験分析とその計算結果の詳細につ

いては、Takimoto-Hosoya（2014）を参照]。

1990年代以降の依存関係の大きな変化が特徴的

である。

�．まとめ

ザイゼルとケイは、その著書『数字で立証す

る』のなかで、次のように述べている：「あら

ゆる実験の基本的な限界は、実験というものが

特定の場所で、特定の時間に、実験計画が定め

た特定の条件の下で実行されることにある。

サーチライトのように強力に照射するが、その

光は狭い範囲に落ちる。巧緻に設計された実験

では、他の変数の値を（ランダム変動を除い

て）固定した上で、関心のある変数が実験者に

よる制御変数の変化にいかに反応するかを明ら

かにする」[Zeisel and Kaye（1997、p.6）]。

外挿とは、収集されたデータの範囲内（標本

内）で得られた結論を、その範囲の外（標本

外）でも成立するものとして一般化することを

指す。さらに同書において、「対照実験は基本

的に単純な構造をしており、それが適切に実行

されれば膨大な知識が蓄積されるのではない

か、という印象を与えるかもしれない。しか

し、多くの場合、実験から生み出されるものは

限定的である。その主たる理由は、あらゆる実

験が狭い展望しか持たないことにある。実験は

一定の母集団から抽出された一定の標本に対し

て、ある場所で、ある時間に、限定された数の

処置を用いて行われる。これらの限定された条

件から外挿することには、いつでも疑問が伴

う。」とザイゼル-ケイは主張している[Zeisel

and Kaye（1997、p.26）]。

第�系列 zt を考慮しても、まだ潜伏時系

列の効果が残存する可能性はあるが、これはあ

らゆる経験分析に共通する問題であり、いかに

適正に設計された対照実験においても、潜伏変

数の効果の可能性を完全に排除していると主張

することはできない。因果関係という概念は、

介入による実験結果に限定して使用すべきであ

り、観察データに認めるべきでない、という主

張があるが（Holland、1986）、これは原理的に

妥当でない。観察データの受動性が排除できる

かは程度の問題であり、よく設計された対照実

験においても観察研究の側面は残存する。因果

性をあまりに狭く定義することは、この概念の

適用を困難とする。また、実験研究で得られた

処理のもたらす効果測定が因果性の確証となる

ためには、その知識が予測精度の向上をもたら

す必要があり、この意味でグレンジャーの因果

性概念は介入実験の因果性と重なる部分はあ

り、まったく異質という訳ではない。

考慮されるべき点としては、⑴対照ランダム

実験を介入調査の範型として、研究目的に対応

した良質なデータの収集、⑵原因変数や反応変

数と主題化されない変数との相互作用、⑶因果

性検出に適切なモデル作成と統計分析法、など

が挙げられるであろう。経験的因果性の成立に

ついては、厳密な定義に頼ることよりも、第�
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節で紹介したヒルの
つの要件のような多角的

な視野からの経験的整合の検討が必要とされる

であろう。
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