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横　田　宏　治

不可欠プレイヤーを持つ大ゲームのShapley値

概　要

　本稿では、連続プレイヤーを含む協力ゲームにおいて、提携が本質的となるために不可欠なプレ
イヤーが存在するケースを考え、そのShapley値を求める。不可欠プレイヤーは、質量的なケース
と連続的なケースの両方を考慮し、どちらも論理的には破綻しないことを示す。Shapley値では、
不可欠でないプレイヤーは全体利得の限界分と基準点利得の平均を獲得し、不可欠プレイヤーはそ
の残余分を均等に配分される。

1　はじめに

　労働市場に摩擦が存在するとき、賃金は、
マッチング状態が保有する準レントを、労使間
の交渉によって分配する形で定められる。こ
の交渉をモデル化する際に、Stole and Zwiebel

（1996）に代表されるように多人数 Nash 交渉解
を用いることが広く行われる。これに対して、
多人数の提携を明示的に許容する協力ゲームの
スキームを用いることは、一つの自然な定式化
であり、のちに示すように操作上のメリットが
あるが、リスク中立的な企業とリスク回避的な
労働者の組み合わせでは、交渉の設定をTU
ゲームの枠組みに留めることが難しいという難
点があった。
　本紀要前号の横田（2022）において示したと
ころでは、摩擦的労働市場と競争的資本市場に
直面し、反復可能技術を持った企業は、無限遠
点における配当後

0 0 0

期待価値が厳密に正である。
このことは、そのような環境においては、企業

は、将来の収益をリスクプレミアムを上乗せし
て割り引くものとして、もしくはリスク回避的
効用関数を有しているものとして表現すべきで
あることを意味する。この場合、企業と労働者
の間の価値の分配をTUゲームとして定式化で
きる場合が存在する。価値の分配を特性関数型
に定式化することによって、複数の企業構成者
による交渉を一括で考えることができるため、
波及効果を考える必要がない。そのため、より
大きなモデルに組み込んでも操作が容易な結果
を得ることができる。
　特に、 1 つの企業に対して労働者が多数であ
るものと考え、後者の数を連続体として考えた
場合には、極めて簡潔な結果が得られる。一般
に、摩擦的労働市場において、企業と無限数の
労働者が提携を組んで生産を行うとした場合、
単独の労働者は、自然分離率に従って、将来時
点で提携から分離する可能性がある。その一方
で、企業がすべての労働者から分離して生産が
できなくなる状況が発生する確率は 0 である。
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外部保有は無差別となるので、企業は内部留保
の一部を無リスク資産として持ちつつ、残りを
自社への実物投資に充てることになる。無リス
ク資産への 期の投資額を とし、自社保有の
実物投資額を で表すことにする。無リスク資
産への 期のリターンは確定的な変数 で与え
られる。 期の収入は、無リスク資産として前
期から持ち越した と、当期生産物
の和である。当期の生産は、期待値 0 の確率変
数 の影響を受け、株主から調達した外部資本

と内部留保から調達した内部資本 を資本
投入として用い、さらに労働 を雇用して行
う。ここでは、労働は一旦外生と置き、摩擦的
労働市場を反映して、本稿で得られる通り、

と仮定する。外部資本と内部資本は完全
代替である。すなわち、生産関数は、最初の 2
変数の規模に関して収穫一定な凹関数

で与えられる。便宜上 とする。
一方、生産物は、資本と労働への報酬、資本へ
の超過配当、さらに内部留保に分配される。自
社の資本コスト は、事前確定的な変数として
与えられ、資本コストに上乗せされる超過配当

が、確率的な生産性ショック が実現した後
に決定される。 は正負両様の値を取り得る。
すると、各期の予算制約は

⑴

および、無リスク資産と内部資本の初期値をそ
れぞれ 、 として

⑵

となる＊1。実物投資に充てられる内部留保は、

すなわち、一般に危険中立的と想定される企業
の将来割引率が、自然分離率に相当する分だ
け、危険回避的な消費者よりも高い状況を正当
化できない限りは、企業と労働者の間の価値の
分配は、NTUゲームとして定式化せざるを得
ない。そして、NTUにおける交渉解は、本稿
に示したような簡単なものとはならない。しか
しながら、企業も労働者もリスクプレミアムを
要求する状況であれば、企業・個人の選好の違
いにより、特殊例としてTUゲームが成立する
状況を考えることは許容される。
　プレイヤー数が連続体のときのShapley値に
ついては、AumannとShapleyが非公刊の論文
の中で保測変換を用いた定義を与えているが、
Kannai（1966）は有限プレイヤーゲームの極
限として再定式化している。本稿はこれに沿っ
て、Yokota（2009）を元に、企業管理者が唯
一の存在ではなく、複数もしくは連続体として
存続しうるケースを含むように一般化し、整
理・発展させたものである。

2　企業の選好とリスクプレミアム

　企業が内部留保を残す場合、その運用方法に
は、大きく分けて 2 つの方法がある。一つは金
融資産による運用、もう一つは自社への実物投
資である。もし企業の効用関数を与えられたも
のとするならば、モジリアーニ＝ミラーの定理

（Modigliani and Miller, 1958）における企業価
値の線形性は失われ、企業自体がリスクに対す
る選好をもつ。そうなれば、一般に企業の内部
留保の運用は、無リスク資産を含む金融資産と
自社への実物投資のポートフォリオによって構
成される。
　ここでは、単純化のために、すべての企業
は、資産保有量を含め、事前的に同質であるも
のとする。すると、有リスク資産の内部保有と

* 1 内部資本への支払いは同時に当期の収入となる
ので、予算制約式の両辺に現れ相殺される。
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減価償却率を として

なる遷移式に従う。 0 期における企業の効用価
値 は、 期の超過配当を として

で与えられる。資本市場が競争的であれば、期
待超過配当は資本コストに組み入れられるの
で、均衡条件として、資本コスト は
が成立する水準で定まる。
　企業のBellman方程式は

となり、最大化は⑴ ⑵の制約の下で行われる。
最適化の一階条件と包絡線定理により、ここか
ら得られる関係式は

⑶

⑷
⑸

である。⑷ ⑸式より

を得る。正の生産性ショックが、資本の限界
生産性を上げるようなものであるならば、

であるので、資本投資にはリス
クプレミアムが要求される。企業がリスク中立
的であるならば、リスクプレミアムは 0 であ
る。
　もし の下限が において厳密に正であ

れば、 である。すなわち、
企業の長期的な内部留保は厳密に正である。も
しそうでないとすれば、十分大きな に対して
⑸式を成立させることができなくなる。
　以下では、 が一定ではない効用関数を持つ
企業を前提とし、企業の将来割引率が、労働者
の将来割引率と自然分離率の和に等しいケース
を想定する。このような想定はそれほど無理な
ものではない。企業のマネージャーは、企業業
績が株価や自身の昇進、進退問題に影響するこ
とを恐れる。意思決定の成否が、失業状態の価
値の数百倍の価値の逸失を意味するのであれ
ば、それが日常の消費に対するリスク回避度よ
りも小さいことは、むしろ稀であるかもしれな
い。いずれにせよ、企業の将来割引率が、労働
者の将来割引率と自然分離率の和に等しいとす
る想定は、解を得るための恣意的な仮定であ
り、操作可能な解で以て現実を近似することが
目的である。これによって、交渉問題はTU
ゲームとして定式化される。

3　不可欠プレイヤーを持つ大ゲーム

　労働市場に摩擦が存在するとき、すでに雇用
関係にある企業と労働者のグループには、準レ
ントが存在する。この準レントは、雇用関係を
成立させていない企業や労働者が、雇用関係を
樹立するためには、費用をかけて相手を探す活
動を経なくてはならないという事実から発生す
る。雇用関係にある企業と労働者は、この準レ
ントの分配をめぐって交渉を行うものとする。
交渉は、企業が異時点にわたる最適な生産活動
を立案したのち、すべての時点において為され
るものとする。したがって、企業の生産計画
は、将来の交渉の予想を織り込んで立てられ
る。
　具体的には、潜在的に質量を持つ管理者から
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成る 1 企業と連続測度 を持つ労働者が提携を
組んで、将来にわたって生産を行う。生産計画
は、企業の最適選択に従って立てられ、労働者
はそれに従う。途中、提携内の各プレイヤー
は、外的に与えられた自然分離率 で確率
的に離脱するが、企業は最適生産計画に従っ
て、新たな労働者を雇用することができる。将
来雇用される労働者は、過去の賃金交渉には関
与しない。ある時点 における、この企業と測
度 の労働者の全提携は、最適な資本調達量
を用いて、生産量 を実現する。
ここで は、 およ
び を満たす生産関数である。
は、 期に値が実現する確率ショックで
ある。各プレイヤーは、利得を金銭によって評
価する。すると、提携の価値 は

⑹

で与えられる。割引因子 は、企業（場合によ
り管理者）と労働者で共通であり、前者の割引
因子は、リスクプレミアムを含んだ主観的割引
率に等しく、後者のそれは、同じくリスクプレ
ミアムを含んだ主観的割引率に自然分離率を加
えたものと考える。
　この交渉ゲームを構成する要素を整理してみ
よう。まず、 をプレイヤー数が のときの
全プレイヤーの集合とし、連続濃度の労働者と
の交渉を有限プレイヤーゲームの極限として分
析するために、その集合列 を考察の
対象とするものとする。
　いま、プレイヤーは、 とは独立な 個の職
能等を表す属性グループ（集合）のいずれかに
属し、それらのグループの集合を
で 表 す。 こ こ で、 は 属 性 グ
ループのインデックスの集合とし、 と

仮定する。この仮定は、企業体を構成するため
には、被雇用者から成る職能グループだけでは
不十分であり、雇用政策も含めた意思決定を担
う職能グループが必要とされるとの見方を反映
している。 の要素は に依存するが、 は
に対し不変とする。また、 は の分
割であるので、 である。これ
らの属性グループは、さらに「労働者族」
に属するか、または下記に定義する不可欠性を
有する「管理者族」 のいずれかの集合族に、
排他的に必ず属するものとする。インデックス
は、必要があれば番号を振り直して、前者のイ
ンデックス集合が 、後者のそ
れが となるようにする。
すると であり、 か
つ である。 番目のグループの
プレイヤー数は、 であるもの
とし、 をそのグループに
属するプレイヤーのインデックスとする。 番
目のグループの 番目のプレイヤーは、 と
いうシンボルで表す 。また、
特性関数を で表すものとする。
　この提携型ゲームに、賃金交渉の特性を反映
した、以下の仮定を置く。
仮定 1 （本質的ゲーム）．ゲームは本質的であ
る。すなわち、 を満た
し、全提携による利得は、個別利得の総和より
も大きい。
仮定 2 （グループ内無名性）．同一グループに
属するプレイヤーは、帰属する任意の提携の特
性関数の値に関して無名性を持つ。すなわち、
任意の と、 なる任意の

に 関 し て
である。また、同一の属性グループ

に属するプレイヤーの測度は、互いに等しい。
仮定 3 （不可欠性）． に属するプレイヤーが
1 人でも欠けるか、任意のグループが 1 つでも
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欠けると、提携は本質性を失う。すなわち、
(a) 与えられた に対して、もし

であるような が存在する
か、

(b) であるような が存在する
ならば、 となる。こ
のような非本質的な提携族を

と定義することにする。

　上記の要件でもって定義される提携型ゲーム
を と表すことにする。これは、以下
に考察するゲームのうち、最も一般的なクラス
である。いま、このゲームの列
を考える。このゲームの列について、以下の仮
定を置く。
仮定 4 （フィルトレーション）．任意の

に関して、 ならば
である。

仮定 5 （与えられた提携測度）．任意の属性グ

ループ は、 とは独立に、与えられた有界な
測度 を持つ。
仮定 6（質量族の存在）． とは独立に、

なる の部分集合 が存在し、
ならば は有界、 ならば

である。

　質量族のインデックス集合を
と表記する。有界な増加数列は

収束するから、質量族に属する属性グループ
の要素数 は、有限数に収束する。

とし、表記の簡便化のため、 の番
号を降り直して、最初の 個を に属するもの
とする。すなわち、インデックスを順に

と区分けする。
仮定 6 については、 を の部分集合とせず
に、 の要素を含むように構成することも可
能であるが、その場合には、以後に示す解の限
界的な性質は失われ、解の持つ単純さが大きく
損なわれる。それでは、離散的な複雑さを抽象
化して連続の世界で考えることのメリットを失
う。ここでは、代替可能な存在は、非質量的な

図１：プレイヤーの属性グループ
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存在であるものであると仮定することによっ
て、単純さを維持したい。なお、その逆は仮定
しない。すなわち、労働者族はつねに非質量的
であると考えるが、定義により代替的でない管
理者族は、質量的であり得ると同時に、非質量
的でもありうるものとする。このような一般性
を維持することによって、単体としての企業が
多数の労働者を雇用するという単純な図式を脱
して、企業組織の複雑さを考慮の範疇に収める
ことが潜在的に可能となる。
　仮定 2 により、 は、任意の に対して
共通の測度 を持つものとすると、

であるから、 ならば
にしたがって となる。一方、
のときは、一般性を失うことなく とす
る。プレイヤー の利得密度を で表すこと
にすると、測度 を持つプレイヤー が受け
取る利得は で表される。利得密度の集合
は と表す。
　解についての命題を得る前に、次の補題を証
明しておく。これはShapley値の構成の仕方か
ら、当然の結果である。
補題 7 ． をパラメータとし、

を以下のように
定義する。

⑺

このとき、⑺式は確率質量関数である。
証明． は明らか。 を が同じ値を
持つグループごとに、すべての について足
し上げると

となる。ここで は、母集団
からサイズ の標本を抽出すると

きの多変量超幾何分布である。以上から題意が
導かれる。

補題 8 ． が、 と
を用いて および と表され
ているものとする。
を定義域とし、密度を表すシュワルツ超関数

を

⑻

となるように定義する。

、および任意の
に対して
と表すものとすると、 は

および

⑼

を満たす。ここで左辺は 積分である。
証明．⑻式において、任意の について、

と を一定としながら ととる。
および なので、これは



January 2023 不可欠プレイヤーを持つ大ゲームのShapley値 ─63─

となることを意味するが、この操作
の間、 は一定に保ち、かつ

が任意の について満たされるような
点列を考えることとする。すなわち、
を 2 自然数の最大公約数を表すものとして、

なる点列を考えれば良い。いま、ベクトル を
便宜上分割して と表記すること
にし、 および

とする。関数
を

⑽

と定義すると、 は

と書くことができる。
1. ある が存在して であ
る場合
　Stirlingの公式 を用いると、
一般に に対して

となる。ここから、 の定義を用いると、任意
のインデックス集合 について、

および

と書くことができる。これらを用いると、

⑾

となる。一方、両項の上界について

および
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を得る。さらに、⑾式右辺の 1 つ目の分数につ
いては、

を上界として得るので、

と定義し、

と置けば、 の上界を

とすることができる。ここで、任意の に対し
て であることと、

であることを用いれば、上式の右辺
は、 となる があれば、 0 に収束する。

であるので、そのような は存在して
である。

2. すべての について、 または
である場合

　この場合、 となるので、⑽式
において、 と置いた場合にあたる。

のと き、
を用いて と

表すことにし、すると、 は から独立で、
⑽式は

と表せ、右辺はある について と取っ
た時の極限である。ここで

である。収束性は、Stirlingの公式を再び適
用することによって確かめることができる。一
方、 または のとき（す
なわち または ）には、⑽式
は、ある について と取ると、

となる。さらに
であるから、ある について と取る

と、

である。
　定義により であるから、以上の結
果を用いて、⑻式は

⑿

となる。ここから、 と任意の が、
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超関数 の非 0 の収束点としての
候補となる。
　⑼式については、以下の通り。補題 7 より

は、
と な る に し た が っ て

を意味する。一方、 となるの
は、 の近傍のみである。

⑽式の定義より、 について与えられた
に対して、

である。これは ならば、
すべての に関して と取るにした
がって発散し、 ならば
0 に収束する。 ならば
恒等的に 1 に等しい。また、同様に、任意の

に関して、任意の について
ととれば、任意の に対して

となり、任意の に関して

が成立する。シュワルツの超関数の定義に従
い、任意のテスト関数 に対して

となる線形（汎）関数列 を考えると
（汎関数と関数を同一視して、

ととる）、上記の の比から、
以外の点の局所積分値は 0 に収束す

る。このことから、 であることを
考えると、候補点のうち がそれぞれ
確率1/2に収束する。ここから⑼式が導かれる。
　補題 8 の結果を、2 変数の場合
について図示したのが、図 2 である。同様の漸
近的な性質は、 2 変数のうち 1 つを有界に置い
たときにも観察される。なお、 かつ

のとき、 は連続一様分布関数となる。
定理 9 ． において、 かつ
なる任意の に対して

⒀

を割り当て、 かつ なる任意の
に対して

⒁

を割り当てる配分は 値である。
証明． かつ なる任意のプレイヤー

を選び、 を含むような任意の提携
を選ぶ。提携 の各属性グループの人数を

で表すものとすると、

である。不可欠性の仮定 3 により、

な ら ば の 提 携 に 対 す る 貢 献 は
となり、そうでなければ

である。 の提携 への貢献に対する
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Shapleyのウェイト＊2 は

である。いま、一般性を失うことなく、
であるものとしよう。グループ内無名性の仮定
2 により、 なる

プロファイルを持つ任意の は、同一の
と提携値を持つ。 を含み なる
プロファイルを持つ提携 を構成する組み合わ
せは

通りある。 と書くことに
すると、ゲーム列中の各ゲームのShapley値は、
定義により

上の各図は⑺式の値をプロットしたものである。 の値は、原点と
で無限大に発散し、それ以外の点では 0 に収束する。

図2： 関数の漸近的な性質

* 2 Shapley（1953）311ページ参照。
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⒂

で与えられる。一方、命題 7 によれば、
は

を満たす確率質量関数である。補題
8 により、 は と

の近傍以外では、各
点近傍の積分値が 0 に収束するから、
に与える影響は漸近的に消滅する。

なるプロファイルを持つ は に属し、
なるプロファイルを持つ は に属す

ことから、任意の提携 に関して、
が有界であるならば、⒂の極限

分布は

となって命題が導かれる。
　次に、 の場合を考える。 は管
理者族に属するので、他の管理者族が提携に参
画済みであるとき、このプレイヤーの提携への
参画を以て、初めてその提携は本質的となる。
このとき、管理者族プレイヤーが提携に与える
提携値の増分は、いかに非質量族の測度を小さ
くしたとしても非連続的である。したがって、
補題 8 において示されたような が 0 に各点収
束する点において、当該プレイヤーが提携値に
影響を与えないことは保証されない。
　さて、労働者族のすべての属性グループのプ
レイヤー数が同時に 0 ではないという条件の下
で、管理者族が与えられた提携に参画する仕方
は、全部で 通りある。このうち、

他に提携に参画していない管理者プレイヤーが
いれば、当該プレイヤーの提携への貢献は非本
質的である。 が最後に提携に参画するよう
な、すなわち の提携への貢献が本質的となる
ような提携の構成方法は 通
りあるので、

となる。ここで、 は管理者族の測度を表
し、 の属性グループが質量族に属するとき

、そうでないときは である。
上式の値は、 のプレイヤー数が異なる任意の
提携について同一であるから、Shapley値が全
体合理性を満たすという性質を用いると、各管
理者は、労働者族への賃金支払後の残余を同じ
比率で分配する。すなわち、⒁式を得る。

4　おわりに

　定理 9 の結果によれば、管理者プレイヤーの
報酬は、個別の属性グループの影響を受けな
い。これは、管理者族に属するプレイヤーが 1
人でも欠けると、提携が非本質的になるという
仮定に代えて、各管理者プレイヤーそれぞれが
独立した属性グループを為すものとして考察し
て構わないということを意味する。すなわち、
すべての管理者プレイヤーが独立した属性グ
ループに属するものと定義すれば、仮定 3 のう
ち、（a）は必要がない。ここで考察の対象とし
ているモデルにおいては、管理者の業務の属性
によって、複数の管理者をグループ化したとし
ても、その業務の属性によって、管理者プレイ
ヤーの報酬には変化がない。
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　また、管理者族に対する報酬⒁は、管理者族
と質量族との関係を考察する上で示唆的であ
る。すなわち、管理者族が質量族に属そうとも
非質量族に属そうとも、報酬がどちらかの族に
すべて吸収されてしまったりして、モデルが破
綻を来すようなことはない。また、モデルにお
いて管理者族を構成する際に、必ずしも唯一の
質量的な存在として定義する必要はないという
結果は、多様な管理者からなる現実の企業を叙
述する上で自由度が飛躍的に高まる。ここで得
られた結果では、管理者間における報酬は、一
種の平等性を保持しているが、これは不可欠性
の仮定 3 の構成の仕方に依存している。たとえ
ば、管理者が生産性に非連続的な影響を与える
という仮定は維持したまま、その大きさが異な
るとすれば、平等性の結果は必ずしも貫徹しな
い。社長と主任の報酬が異なるというような現
実的な性質を取り込むことは、十分可能であ
る。
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