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一般線型モデルの多変量正規分布に関する諸定理と，

関連問題の幾何学的考察

宇喜多義昌＊　平川孝三郎＊＊　小野英夫＊＊＊

§1，Summary．

　　　　　　　　　　　　　　X～Np（μ，Σ），μ＝Σαi　Pi，Σ＞0のとき，　Xのp．　d．　f，　n（xlμ，Σ）のグラフ

　　　　　　　　　　i＝l

g＝n（xlμ，Σ）は，　RP＋1空間内で，　R♪空間を定義域とする超曲面を表す．これをRP内

での等高線，等高曲面で表示する．このことから

　（1）Xの分布状態．

　（2）P。Xの分布状態．（P，XはXのベクトル空間Sへの正射影ベクトル）

　（3）多変量正規分布に関する諸定理やそれらの関連問題の結論

等が，図形的考察によって容易に得られることを示す．

§2，X～凡（μ，Σ）のとき，曲面zニnp（x｜μ，Σ）の等高線表示について．

　（2，1）．X～Np（μ，Σ）のとき，　z＝np（x　Iμ，Σ）の等高線表示は，　RP内で，中心μで

Zの固有ベクトルを主軸とする楕円体系で表される．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図1

　　　　　　　　　　　　Xp

1（x一μ）’Σ一i（エーμ）＝＝K｝

＞0のParameter．

x2

Xl

（2，2）．X～Np（μ，diag（λ1，λ2，…λp））のとき，　z＝np（x　l　Pt，　diαg（λ1…，λp））の等高線表示は

RP内で，
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本研究は平成6年度科学研究費（一般研究C）過程番号0668－0293の「標本分布の漸近展開近似の精

度と，標本の大きさ，次元数との関係」（代表者　塩谷実）の研究成果として発表するものである．
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叫㌔｝一κ・・一⇒

すなわち

　　　　（Xl一μ1）2＋（x・一・・）2＋．．．＋ご一K＞。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ♪　　　　　λ1　　　　　　　　　　　λ2

　この楕円体方程式を中心μの標準形という．楕円体の主軸方向が直交座標軸Xl，…，Xp

と一致するものである．

　　　x～Np（μ，　diag（λ1…λρ））

　　　ご罐fN（’t・・　’‘1）・（’＝1・2’”P）

このときxの（Xl，　X2，…Xk）（k＜p）への周辺分布すなわち，

PS（el，。2．＿ek）X～足（PS（el．　e2，＿en）μ，　diαg（λ1…λκ））のとき，

　　　＝｛Pe　x～N（Peμ，λii　　　　　　　’　ViP，、x⊥　　）・（i＝1・2’”k）

　　　　　　　　　　　　　　i

図2の1

　（2，3）．X～Np（μ，　diag（λ，…λ））のとき，　z＝n（xlμ，　diag（λ，…7，））の等高線表示は

RP内で，

すなわち，（Xl一μ1）2＋（x2一μ2）2＋…＋（Xp－　Ptp）2＝λK＞0．

これは中心μで半径、厄の球方程式でKをparameterとする同心球群を表す．
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　　　　　　　　　　　Xl

　　　x～ハll）（μ，　dizg（λ，…　λ）），

　　　＝監N（μ・λ）・（’＝1・2’”P）

　　　－1］Xl1・A・一・Ai；．，（2λ，」儂ll2）………………・・……………・…・………・…側

　　ここに2λρは非心率を示す．

このときXの（X，，X2，…X，）への周辺分布を求めると，

　　　Ps・el．　e，，…e，）　x～Nk（Ps・・1，・、，…・uμ・卿（巫巴））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
　　　＝＝≧P，、X～N，（Pe、μ，λ）（i－1，2…ん）

　　　　　Pe∫X　⊥

　　　－1凪＿、劃・／・－2k（2λ，』竿ωμll2）

また，任意のk次元ベクトル空間SkへのXの正射影ベクトルP，kXの分布は，

　　　PSkX～Nk（」㌦μ，　ding（λ，λ，…λ））　……・…・………・…………・・……・……………（2，3．2）

　　　II・P。，X・II・／・一綱、－ll琴ll2），

（2，3．2）は，下の図3と図4より，明らかであるが，解析的に証明する．

Skの中に，　e；，ei，…，el一なる互いに直交する単位ベクトルをとり，直交座標系

（0－e；，鴨…，ei）で具〆を表すと，

翠閨欝1聞一1：］x≡Q｛x

　　　r≡Qgx～Nk（Qごμ＝P，kμ，　Q；λlkQk＝λlk）

（X～Np（μ，λlp）のとき，半直交行列Qκ’でXからYへ変換するとき，上記の定理を得

る）
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IIPSkX　l　l　2＝｝72＋〕陥2＋…　Yk2，　　Y，⊥止，〕ξ～N〔e；μ，λ〕より

Y！2＋｝12＋…｝12～λガーκ（2λ，＝ll鳥μll2／λ）を知る．

　　　　　　　　　§3．X～Np（i；1　aiPi，σ21p）の場合の仮説検定問題の幾何学的考察とExamples．

　　　　　　　の　E（X）≡μ＝ΣaiPiより，μ∈s〔α1，α2，…a．〕≡S〔A〕である．

　　　　　　　i＝1

このS〔A〕を推定空間（Estimation　Space）といい，　Rρの中でS〔A〕の直交補空間を

S〔A〕⊥とかき，誤差空間（Error　Space）という．

　　　dim　S〔A〕＝f（≦m）なら，　dim　S〔A〕⊥＝p一ア，である．

　基本定理1．11　Ps〔A〕・XII2／σ2　一　X；－s（0）である．

　証明．几ω・X～Np－f（几ω・μ，σ21p－∫），　Ps〔A〕・μ＝0から，

　　　　P、（。）・x～Np．i（o，σ駕．∫）．

　　（2，3，2）と同様に

　　　ll　P、［。｝・Xll2／σ2～κ；．f

検定問題

　S（H）⊂S〔A〕　であるベクトル空間S（H），dim　S（H）＝kとする．

　　　　　　　　　　　　帰無仮説：S（H）⊥μ（＝ΣaiPi），の検定を行う，
　　　　　　　　　　　i＝I

Ps（。）x～Nk（Ps（。）μ，σ21k）．

ゆ・i．　…11・ps，、、、X11・／♂噺2λ，－1【㌣；μll2）・……・………………・（1）

一
方基本定理1より，1【　Ps〔A〕・XII2／σ2～κ；－f・”…………’……’…’……（2）

しかも明らかに11　Ps〔H〕X112／σ2　　．tl－　　il　Ps〔A〕・X112／σ2……………（3）
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よって，S（H）⊥μが眞のとき，【1　Ps（H）XII2／σ2～x2（0）となり，

　　　　1［　Ps（H）x　112／k

　　　　　　　　　　　　～」堅∫（0）．（under　S（H）⊥μis　true）．
　　　11　Ps　（A〕・x112／（P－f）

図5

Example　1．　Xi＝a＋m（ti－t）＋ei，　ei～N（0，σ2），　ei」L，（i＝1，2，…n）すなわちX

のtl，　t2，…tnに対応するX1，　X2，…Xnがtに関して1次回帰であり，誤差eiは同一の分

散をもって，独立な正規分布をするとする．

　　H；　　m＝Oept（＝α1十m（t－t　ln））⊥S（t－tln）

　　　　　　　　　　［（t－iln）’X］・［iξ1（τ、　D晃］2

　　　11　P・，一　・，）XII2＝llぽll・＝i（ti－t）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　｜lps（1．，．il）・XII2－11　X　lr2－ll脳｜12－1悟，．71）Xl【2

　　　　　　　　　　－£（x，－5i）2＿il（z4！］2

　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　Σ（Zrの2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

要因 S．S． f M．S．　S．

［皇（ti－t）刈2

回帰

誤差

＝ノ1 　1

η一2

　　　A

刀　　　　　　　　＿
Σ
（
x
，
－
x
）
2
－
A
ゴ
＝
1

A
η　　　　　　　　＿

Σ（τ、D2
f＝1

力　　　　　　　　＿
Σ
（
X
i
－
X
）
2
－
A
i
＝
1

η一2 　　η一2
（under　〃2＝O　is　true）

全変動 刀　　　　　　　　＿

Σ（x，－x）2
f＝1
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　　　　　　　　　　　Example　2．　X～堺（ΣaiPi，σ21p）のとき，　k個の独立なp1，　p，，…，pmの1次式

　　　　　　　　　　　i＝1

1｛p，Ilp，…，ll．pがestimableのとき，それぞれの

　（1）BLUE　C｛X，　C；X，…　Ck　Xが1意に存在し，　C，，　C2，…，Ck∈S（A）である．

　（2）　C，，C2，…，Ckは1次線形独立である．

　（3）　S（Ci，　C2，…，Ck）≡S（C），　　dimS（C）＝k，　　S（C）⊂S（A）である．

ことが知られている．さて，

H；　　t；P＝IIP＝…ll．P＝0＝⇒E（clX）＝Clμ＝1；P＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1，2，…　k

の検定は，S（C）⊂S（A）で，　S（C）⊥μの仮説検定である，

故に

　　　ll瓢1㌃：驚㌫惜）｝⊥

よって

　　　11　Ps（c）Xll2／ん
　　　　　　　　　　　　　～FpE＿dims（A）　　（under　H　is　true）
il　P。（A）・Xll2／（P－dimS（A））

として検定される．

　　　　　　　　れ
§4．X～∧5（ご1　aiPi≡μ，Σ）の場合で，Σが　（軌（2），（3）の場合．

（1）・の固有刷・対応す・単位固有べ・・ルはe（・）’一（、t・S・…、吉）であ

　　る．

　②　Σの他の固有根a’がx≧2の重根で，対応するx次元の固有空間をS（λ’1Σ）とす

　　る．

　（3）　S（7，’1Σ）＝S（H）㊤S（Ez’）

　　ここに　S（∬）⊂S（A），dim　S（H）＝l

　　　　　　S（Ex）⊂S（A）⊥，　dim　S（Ex）＝x－1

　の場合を考察する．

　この場合　H；s（U）⊥μの仮説検定にF検定を持込むことが出来る．

§2．の（2，1）で見たように，z＝np（clxt，Σ）の等高線表示は，中心μのΣの固有ベクト

ルを主軸とする楕円体系であるから，X→Yに変換して，　V（Y）＝吻σ（λ1，λ2，…λp）と

し，｝ζ⊥，　Y，～N（E（Y，），λf）にする，すなわち，

変換r諏ただし・PはP・pの直交行5iiJ－（i：，　pt・P－
（ぴな・行列とす・・

これから
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Xp

y－
十P・・P－（

Xl

1・別となり・

Y，⊥（i＝1，2，…p）．となる．

Yi

　　｝1～2v（ρ；μ，λi），

Yのp．d．　f，のグラフは図7のようになる．

（1）から・P｛一 、吉（1・1…1）であり・plX・一・Y，は・XのPl上への正射影の長さ（正

負の符号をもっ）で，新座標系（0－Yl，　Y2，…Yp）での第1座標を示す．

（2）から・P’ΣP－ding（λi・＆：tSl；・λ・・…λt）

　　　　　　　　　　　　　　　　r

？・

［’］一・P・・．’　r　z）X一㎞ぽ≡刷

すなわち（　Y2，…Yr＋1）〃のp．　d．　f，のグラフは空間S（ズ1Σ）内で，

中心vをもっ同心球群となる．（図8，図9）

　　　Y＝Rs（）．’、1Σ）X　から　Ps（H）　Y，　Ps（EA，）Yをっくると，
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図9

　　　Ps、H、四（P，、。、・，…Ji）－ll・P，，H、？｜1・／・・一一　rf（・λ一ll昔儂ツll2）

　　　Ps，E、，、r－N．－t（0，σ21．－1）→ll几㈱rll2／σ2　一・xl．1（0）・

ここにP、（XI、）μ一Ps（H）（DS（Eズ）μ＝P・（H）　／t＋」も⑤μ

　　　　∴Ps（λ’1Σ）μ≡y－P、（H）tt，　（Ps（E、．）μ一〇）

　　　　∴Ps（H）ツ＝・Ps（ll）（Ps（H）μ）＝Ps（H）μ≡〃

である．

さて，

　　Ps〔）f　lΣ〕X＝Ps（H）X＋Ps（Eλ．）X，　　　　　　S（H）⊥S（Ez’）より

　　11」Ps（a’　iΣ〕x　l　l　2＝11」Ps（．＞x　112＋ll　Ps（EA．）x　H　2となり、

㌻1∴：1’（；：」一　ngu2＞　N　！lets6．

ゆえに

　　　　1【　PS（H｝X　112／1

　　　　　　　　　　　　　　～1ヴ＿∫　　（under　S（H）⊥μis　true）
　　　11几剛XH2／（rc一の
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Example　3．　　X～∧C（a1十m（t’t1），σ2［（1一ρ）Jn十ρEnn］≡Σ）

こ叫塙一〔｛：：：ト・｜＜1・を謝・・

　このときのΣは，固有根として，λo　＝＝　02〔1＋（n－1）ρ〕（単根），

　　λ1＝（1一ρ）σ2，（n－1重根）をもっ，

・・に対するΣの単位固有べ・・ル…（1）t一
士（1・・1・…・1）であり・

　λiに対するΣの固有ベクトル空間はS（1）⊥である．

　　推定空間＝S（1，t－tl），　誤差空間＝S（1，t－tl）⊥で，よって，

　　S（1）⊥＝S（1，t－tl）⊥〔DS（t’－tl）＝誤差空間（DS（H），S（H）⊂推定空間，

よって

H；S（t－tl）⊥μ＝（al＋m（t－tl））ご　m＝0の仮説検定が行えて，

その要領

1【P・・，．…）X　11・一［（t－11）’X］2　　［ΣX∫（t，－t）‖t－tlll2　　　　Σ（t“－t）2］2

　Σ（ち一t）2

　カ　　　　　　　　　　　　

［Σ苦（t，－t　）コ2

i＝1

一
刷2λ，一

Il　P（，．i，）μll2

　　　　　　　　　　カ　　　　　　　　　　　
HPs（1，t－il）・XlI2＝ΣX『－nX2－

　　　　　　　i＝1
～
λ1揚一2（0）．

N

カ　　　　　　　　

Σ（t「t）2
i＝1

）

よって，ll　P（‘一，）μ1［2＝0←→7η＝0，が眞のときは，

　　　　　　　　　　　　　　

［ΣXi（t「の］2
i＝王

　　　　　　　　カ　　　　　　　　　　　　
n　　　　＿　［ΣXi（t「t）］2

ΣXi2－nX2－i＝ 1　　．
i＝1　　　　　　Σ（t「”2
　　　　　　　‘＝1

れ　　　　　　　　

Σ（ち一D2
i＝1

n－2
～
罵1－2

をなすことから検定される．

Example　4．　Xの平均ベクトルE（X）ニαoln＋αifi（t）＋a2f2（t）で，ここにf，（t）はtの1

次，f，（のはtの2次で，　ln，　f，（の，　f，（t）は互に直交する　直交多項式とする．

またV（X）＝σ2［（1一ρ）1。　＋ρEnn］とする．

すなわち

　　　X　’一　Nn［α。1n＋a、fi（の＋α，f，（t），σ2［（1一ρ）ln＋ρEnn］

のときも

罵’α2＝0を帰無仮説とする瑠一3検定

H，．2a、＝0，α2＝0を帰無仮説とする璋一3検定をうる．
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図10

）⊥

1）⊥
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§5．Xi～Np（Ril　p十μ，Σ），　　i＝1，2，

　　の帰無仮説検定問題

　　Xをっぎのように定義する
　　X’＝（Xi’，罵，…，　X，）

… nの無作為標本X1，　X2，…，Xnから

　
ワ
ふ
　
　
　
カ

θ
v
…
・
：
ε
‖
＾
θ

十コR
μ

E　
　
　
　
　
　
　
　
　
ρ

　
　
　
　
‖
、
0

ち
ち
…
…
ち
‥
‥

　
　
　
　
‖
7
0

　
　
　
　
　
　
η
　
π

0
0
：
・
0
1
‖
α

　
　
れ
　
　
　
　
　
　
ワ
ふ

O
1
0
…
0
‖
α

カ
　
　
　
　
　
　
　
　
エ

ー
0
…
…
0
＝
＝
＝
　
e

　
I
I

亙

ち

…
…
晃

　
二（X

　　　ε～∧㌃ρ［O。P，　diag（Σ，Σ，…，Σ）≡Σ］

ここに

　　Σ1＝λ01とする（λoはΣの固有根で，1は対応する固有ベクトルである）

Σのλoでない他の固有根γと，ズに対応する単位固有ベクトルをc命とすると，

H；c’”Pt＝0をATu　ll　HYPotheSiSとする検定法を考察する．

またλ’がr重根ならλ’に対応する固有ベクトル空間S［λ’1Σ］に対して

H二S［71Σ］⊥μをNull　HmPothesisとする検定法も考察する．

初めに　S［α1，α2，…，an］≡S［A］，　S（bl　b2…bp）≡S［B］とすると

　　　　S［A］∩S［B］＝S（1。P）であり，

　　　　S［A］＝S（1。P）（DS［A－］，

　　　　S（B）＝S（1。P）㊥S（B－）とすると，
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　　　　RnP＝　S［A－］㊥S（1。P）①S［B－］　◎　S（A，　B）⊥　となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　推定空間　　　　　　　　　　　　　　誤差空間

λ1（単根）に対応する固有ベクトルをClとすると，

21はΣにっいてはn重根で，対応する固有空間は7z次元で

S［λ；1Σ］≡S［C］＝S
0
0
”
．
O
C

O
C
O
：
・
O

C
O
　
”
”
”
0

＝ s Ci　l　　　＝S（c1）①s（CD．
Cl　lcr

il直交
cll

l日

ε11

11

少しの考察で

　　　s［Cl］⊂s［A，B］

　　　S［C「］⊂S［A，B］⊥

であり

Ps［c，］2～

ゆえに

　H；clμ＝0を帰無仮説とする検定は

　　　　　　11　P，Xll2
　　　11、Ps，。r、fi・／（＿1）～己1

λ’がr重根なら，λ’に対応する固有空間S［X1Σ］の中に互に直交する1’個の単位ベクト

ルCl，　c2，…，　Crが得られ，

H，；c｛μ＝o

Hl　，2；clμニ0，　clμ＝0，（同時検定）

Hl．2，＿．r；clμ＝0，　clμ＝0，…c；μ＝0（同時検定）

固有根 ズ（γ重根）

A A AS（c1） S（c2） s（c，）

1次元 1次元 1次元

誤差苔澗 （部分空翻

s（c「） s（c；）

dim dim dim

＝ 2z－1 ＝η一1
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例えばHl　．2の検定には

　　　　　　ll　Ps（El，、，）Xll2／2
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ll几㏄工．ユ1防（n－1）～輪・

ここに

　llPs（Clc2）X］12＝ilPe，xl12＋ll具已112である．また

T　　　　　　　　　　　　　　　　　T

　　11pS（Cr．　C，，＿C∋童li2一ΣIlpS（CP象ll2一Σ｛11pS（C，fil12－ll」隅文II2｝

　　　　　　　　　　　　i＝l　　　　　　　　i＝1

r

　　　　　　　　　　ーΣ｛（clX1）2＋（clX，）2＋・＋（clXn）2－（clXl＋clX，　＋・＋clXn）2／n｝

　　　　　　　　　　　　　i＝1

として計算すると簡単である．

Example　5．

　　本紀要例えば1995，理工学部研究紀要

宇喜多，他2名著：・Random　Vector　xの母平均μの多重比較c；μ＝0（i＝1，2，…r）

　　　　　　　　　の2っの検定方式の有効性の比較part　ll．

の§3．4次元CgcSic　Vector　xにっいてc（μの検定（p．4～p．6）を見られたい．

§6．結び

　本小文は引用論文（4×5×6×9×10×11）（14‖15）（16）（17）の1988年より1996年に亘る論文の諸定理を幾何

学的に考察したもので，諸定理そのものの発見ではない．しかし諸定理の発見とその定理

の眞であることを解析的，代数的に説明するのは，10篇の論文で見る通り相当厄介である．

しかし本論文のように分布に対して，幾何学的考察を加えると，それ等の結論の正しいこ

とが比較的簡単にして（図形によって）直観的に理解される．

　また分散分析法，回帰分析法とゆ一くりっど幾何とは密接な関係にあることを本文は示

していると思う．

　最後に本小文のAbstractは第64回日本統計学会（1996）講演報告集に掲載されているし，

当学会で研究発表されたものである．
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