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General　Linear　Modelの場合の回帰係数に関する

　　　　　　　　　　　　　仮説検定の研究

宇喜多義昌＊塩谷実＊＊小野英夫＊＊＊

§1．Summary

YがXの1次回帰Y＝a＋b（x－x）＋E．E～N（0，σ2）とか，

Xの2次回帰でこれを直交多項式表現の場合

　　Y＝b・＋ろ・（x－x）＋b2（x2＋βx＋γ）＋E，

の場合で，各Xが確定変数xl，エ2，…，　xnに対応するYl，　X2…YnからY’＝（Yエ，　Y2…，

Yn）がつぎのように分布するとする．

Y～Nn（E（Y），　V（Y））．

ここで

（1）V（Y）＝σ21n

（2）V（Y）＝σ2［（1一ρ）In十ρ1。1’n］，ここに1’n＝（1，1，…，1）とする

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）V（Y）＝Σ＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　71

の各場合について

　　PIY，　P（x．itl）Y，　P。（1，x．元エ）Y等の分布を考察して，

併せて1次回帰の回帰係数6＝0の仮説検定

2次回帰の場合の回帰係数ろ、ニ0，やb2＝0の仮説検定，またb，＝ろ2＝0の同時検定について

考察する．

既に，（1）の場合については研究済であり，よく知られている．これが（2）の場合，（3）

の場合にはどう変化するか，またどの検定法は変化しないか，を研究対象にした．

§2Y～N。［aln＋b（x－Tl），621n］のときの研究

既に良く知られているが§3，§4，§5への展開のために述べる．

Xが補助確定変数で，Xl，エ2…，　xnに対応するY1，　Y2…，　Ynを

　　Yf＝a十b（x一x）十E，，　E∫～N（0，σ2），　E〆⊥

　　1ニ1，2，…7z

これをベクトル表示で

　　Y’＝　（Y1，　Y2…，　Yn），（x－xln）’＝　（Xl－X，　x2－7，…，　xn－7）＝b’

とすると，Yの構造式はつぎのようになる．

　　Y＝aln十ろ（x－xln）十E，　E～Nn（0，021n）
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これから次のことが容易に分かる．

　　P，Y＝、／万Y～N［ja，02コ　・…・……・………・…・…………・…………・……・・…（2，1）

・・Y－」帯一Σき1留一N［bll・ll・　62］……・・………・………………（2・・）

　　Ps（1’b）．Y～N刀＿2（0，621n＿2）・……………・・……………・……………・………・……（2，3）

よってllPs（i，b）．Yl12～σ2・x2f＝n＿2（Absolutely）・……………………………・………・…（2，3）’

（2，1），（2，2），（2，3）の統計量は統計的に独立である．

（2，1）と（2，3）’より［定理1］として，

、編一tf－・－2自由度・・一・の嚇をなす・

（2，2）と（2，3）より［定理2］として，

ごL－tf．n．，
　　1［Ps（1，b）・YH2／12－2

定理2より，次の帰無仮説が検定される．

H，：b＝0が眞なるときは

　（b’Y）2／b2
Ps（1，b）・Y／fl－2 ～

Fin＿2

これを［定理3］としておく，

ここに

　　（b’　Y）2／ll　bli2＝［ΣYi（Xi－x）］2／Σ（Xi－x）2であり，

　　11Ps（1，b）．Yl12＝ilYll2－liP，Yll2－11P，Yl12

　　　　　　－・Yl一品［ΣY，（コCi一コcΣ（エ∫一三）2）］2であ・・

よって，回帰分析表は次の通りである．

要　因 S・S f M・S・S

　　　一［ΣYi（x一x）］2 ［ΣYi（Xi一二云）］2

回　帰

残　差

　　　　　　　（ii）　Σ（Xi－x）2

（i）一（ii）

1
フ
2
－
2

Σ（コCi一コc）2

［（i）一（ii）］／フ2－2

全変動 　　　一ΣY！一フ2Y2…（i）

§3．V（Y）＝62［（1一ρ）In＋ρ1。1’n］のときの研究

P，Y－・（・）Yここ…（・）・一 烏毒…，毒）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　（コCl－　X，　　X2一　コC．・書，　　Xn一　コC）．
　　P，Y＝e（b）可，ここに，　e（b）’＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（コ：i一コc）2

σ2［（1一ρ）1．＋ρ1。1’n］の固有根で単根σ2［（n－1）ρ＋1］≡（f＋i12に対応する単位固有ベク

トルはe（1）である．
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また，他の（11－1）重根（1一ρ）σ2≡σ’122があり対応する固有空間はS（1）⊥であることは容

易に分かる．

よって

　　PIY＝e（1）’Y＝〆万Y　　　　～N［Ma，σう2］，・………・………・…・……・………・（3，1）

・・Y一
暢一諜謬N［bll　bll，　（デち2］・………………・・………………・（3，・）

　　P∫（1，b）．Y　　　　　　　　　　　～Nn＿2（O　dF22　ln＿2），・…・……………・…………（3，3）

　　llPs・1，b・・yll　　　　　～・透2鰺。．、………………・…………・……・……（3，3）・

（3，1）と（3，3）’をみるにσ雪2とd22は相異なるために，§2の［定理1］に相当する検定は

成立しない．即ち

　　　，鷲一劣，一，・・（　・f－・－2

しかし（3，2）と（3，3）’より［定理2］［定理3］は全く同様に成立する．

§4．V（Y）＝Σのときの研究

V（Y）＝2のときは，Yについての反復が必要となる．

第仮復でのYをYiとかきY’i＝［Y1∫，　Y2i　…，Y。i］は，

　　Yi＝ailn十bb十E，，　E∫～N［0，2］，

　　Y‘」⊥

　　i＝1，　2，　・－71？

とする．

　　Zii＝e（1）’Yど＝P，Y，～N［N／i7a，，　e（1）’Σe（1）］

　　　＝s／i7　Y∫

　　Z≡e（b）’Yとして，Y、，　Y2，…，　Y栩に対応するZをZ、，　Z2，…，　Zm

とすると，Yど⊥より，　Z、，　Z2，…Zmは統計的に独立で，

　　Z＝e（b）T～N［bll　bl「，λ，］，（ここにλ，≡e（b）’Σe（6）とした．）

からのsiemのi，i，dと見倣される．

ゆえに

　　霊㌘）瓢潔÷ll1ん］｝⊥

（4，　1）　（4，　2）　より

　　m　≡Z）2　～F1。．1（und。，　b－。　i、、，u。）

　　Σ’（Zf－Z）2／　（m－1）
　　t＝1

（4，1）

（4，2）

　　　　　　　　　　カ
（Ui5i　Z）2，Σ（Z・－7）2の計算式

　　　　　i＝1

（Vfi7z）2－・・㌘一［XY’（x－x）＋三元（語崇’＋・XYm（x－7）］2
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［ΣY、（x－x）十…十ΣYπ（x－x）］2

mX（x－x）2

一方

ゑ（z・－z）・一ゑ・1・一，・7・－2，（Σ姜妾尋｝…㌘

　　　　　　　　　　　　　　カ　　　　　　　　　　　　
　　ここにΣY，（x－x）≡ΣYti（Xt－x），
　　　　　　　　　　　　　t＝1
　　　　　　　　　　カ　　　　　　　　　
　　Σ（x－x）2≡Σ（x一x）2の意味である．
　　　　　　　　t＝1

ゆえに　回帰分析表は次のようになる．

要　因 S・S i M・S・S
m
［：SΣy，（x一㌃）］2

《＝1

回　帰

残　差

［ΣY，（x－x）十…十ΣYm（エー三）］2／7ηΣ（エー三）2…（ii）

（i）一（ii）

　1

，η一1

”2Σ（x－x）2

［（i）一（ii）］／7η一1

　　　　　　　　　　　　　　　一［ΣY，（x－x）］2＋・・±［ΣY・（・一・）］2＿（i）

全変動 Σ（x－x）2

H　b＝0なら（眞なら）

　　　　　　（ii）
　　　　　｛　（　i　）　一　　　（　ii　）　｝／17z－1

となる．

～ Fim＿1

§5YがXの2次関数と誤差Eの和の場合

　　Y＝ao十alx十a2x2十E

で，xのXl，　x2，…，　xnに対応するYをYl，　Y2，…Ynとする．

いまao＋alX＋a2×2を直交多項式で表示をする．すなわち

　　Yi＝　bo十b，（Xi十∂）十b2（Xi2十βエゴ十7）十E，　　（iニ1，2…〃）

これをベクトルY’＝（Yl，　Y2，…，　Yn）としてその構造式は

　　Y＝boln十ろエ（x十dil）十ろ2（V十βエ十ア1n）十E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ただしV’＝（f，，諺，…，嬬）とする，α，β，γは，

　　1’n（x十diln）＝0

　　1’n（　　　　V＋βx＋ア1刀）＝0

　　（x十dil）’（V十βエ十ア1η）＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を満足する定数とする．更にx＋dil≡b、，　V＋βx＋ア1。≡b2とする．

よって

Y＝boln十b，　b，十b2　b2十E

とかける

（5，1），　　　E～N。（0，021n）のとき

　PinYニmy～N［Vi7bo，σ2］
　1【Ps（1，b、，b2）．Yli2＝1［Yl12－11PinYl12－1［P，、Yli2－llP，，Yi12

（5，1，1）
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A　A
一
三（Y・一了）2－［Σ姜芸諜）］2［Σ撒舞罵2］2一ゲ編・

（5，1，1）と（5，1，2）の統計量は独立で，（5，1，1）と（5，1，2）より

（Y－bo）、fTn

、一～tn－・
曇竃二1ドー；潔1竃蕊：ご：；｝1・・

ゆえに

　　，，，1，、1鷲；／。一，一・A－・（und・・bl－・・…u・）

　　，、、1，、1馴／，2－、一・h－・（und・・b・一…t・u・）

（5，1，2）

（罵，；珊禦2－・覧ヨ（un…b・－b・一・are・・u・）

（5，2）　E～Nカ（O，02［（1一ρ）In十ρ1。1’n］）のとき

　　鷺忽）二乱［漂1叉蒜三蕊；1］］｝⊥

σ㌍キσT2なることから，§2の［定理1］に相当する定理は成立しない．

　　　　　（Y一ろo）、／万
　　　　　　　　　　　　＼（t。－3である．
　　sPs（1，bl，b2）・Y　11－3

しかし

　　IIP，、Yl12～σヂZ2f．．1（b，＝0が眞のとき）　　　　　　　　　　　　　　　　（5，2，1）

　　llP，，Yl｝2～σ菱2　Z2f＝1（b2＝0が眞のとき）　　　　　　　　　　　　　　　　（5，2，2）

この（5，2，1）⊥（5，2，2）より

　　｜］P，、Yl12十11P，，Y　ll2～σ菱2　z2f＝2（b，＝b，＝oが眞のとき）

一
方

　　1｜Ps（1，b、，6、）・Yll2～σ菱2　Z2ゾ＝3

は常に（5，2，1）とも（5，2，2）とも独立であり．よって回帰分析表をうる．

S・S f M・S・S
①llP、1Y［12＝

②llp、，YF

③llp，〔1．、1，、、）・Yll2＝

　　　　　一一［ΣYf（Xi－x）コ2／Σ（品一エ）2

　　　　　　A　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　A
［ΣYi（x？＋βXi＋γ）］2／Σ（エ睾＋β鍛＋γ）2

④一①一②

　1

　1

フ2－3

①
②
③
／
フ
1
－
3

　　　　　　　　　　　一④ilP∫（1）・Yll2＝ΣYl－，2Y2
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（5，3）　E～Nn（O，Σ）のとき，回帰係数に関する仮説検定

　　Y，＝ail＋b1　b，＋b2　b，十E，，　E∫～Nn（0，Σ），　E，」Lとする．

i＝1，2，…m，

このとき我々はY1，　Y2，…，　YmからH1：b，＝0，　H2：ろ2＝0，　Hl，2：ろ＝b2＝0

についての検定を調べる．

（5，3，1）H2：b2＝0の検定について

　　Z＝e（b2）Y～N［e（b2）’b，・b2，　e（b2）’Σe（b，）≡A2］

で，Yが，互に独立なY，，　Y2，…Ymのとき，　Zi＝e（b2）Yi，（i＝1，2，…111），

なるZ1，　Z2…Zmは，　Zのi，　i，　dとみられる．よって

霊弩）硫鷲e（b’）’b”b2’　2’2］｝⊥

よって，H2：b，＝0が眞のときは，

　　（万τ）2
　　　　　　　　～Fh－1
2（Z，－Z）2／〃z－1

ここに（万Z）・一［Σ▽ぽ＋β頴：；ヨ鷲芸冊γ）］2

　　　　＿　曇［ΣY、（x・＋ρ＋∂）］・　＿

　Σ（ZrZ）2＝‘Σ（。・＋β。＋？）・一・・Z2である・

またH1：b、＝0の検定は

§4で示したものと同一である．

H、，2：b、＝　b2＝Oの検定について

・一
〔；：〕一〔：［111：〕Y≡裏iY－N・〔（：ll1；：11：11）≡・tt　E‘・E2≡∋

Yが独立なY1，　Y2，…Ymに対応してE：Y〆＝Ziとすると，

Z、，Z2，…，　Zmは，　Z～N2［μ，Σ＊］　なるZのi，　i，　dとみられる．

よって

湾跳篠芸㌦㎞一1，　2＊）｝⊥

であるから

　　（m－1）万万Z’（Az）－isfiil　Z

　　ニ（17z－1）〃n　Z　’Az－IZ～2T察一1（A2＝7ημ’Σ＊一工μ）

　　　　　　　　　　　～2TL－1（μ＝0ならA2＝0）
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よってH，．2：b，ニb2＝0（ならμ＝0）

（フ11－1）111　Z’A；1Z～2TL＿1

1’llei・・lr2－m’Z’Aii－Z・・liL2－・続

（under　b，＝b2＝O　are　true）
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