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Generalized　Linear　Modelをもつ2要因2水準の

要因実験で，反復実験の場合の統計的仮説検定

問題について

宇喜多義昌＊　塩谷実＊＊小野英夫＊＊＊

§1．はじめに　宇喜多，小野著の一連の次の論文

　Generalized　Linear　Modelの場合の仮説検定にっいて（明星大学，研究紀要，理工学

部No．24，1988）。　Generalized　Linear　Modelの場合の仮説検定について（II）（同大

学，同紀要，同学部No．25，1989）。　Generalized　Linear　Modelの場合の仮説検定にっ

いて（m）－MANOVA・CASE，（同大学，同紀要，　No．26，1990）一般化線形モデルの

場合の各種仮説検定量の幾何学的量としての考察（同大学，同紀要，同学部No．27，1991）

をうけて，今回は，次の問題を論ずる。

　「x～凡（R（x）1a＋μ，Σ）が22一要因実験の場合の各種c：μ＝0（i＝1，2…？’）の仮説検

定問題」

　このために1988～1991にわたるGeneralized　Linear　Modelでの各種論文の主要結果

をあげておく。

　x～∧「。（R（x）1a＋μ，Σ）のとき，　xの任意標本rl，x2，…，Xnからの71a成分ベクトル

エを，

　　　8’≡（Xl’，　x2’，…x。’）

とすると，hiの構造式は，つぎのようになる。

　　　　　（1）（2）…（fl）（1）（II）　　（a）

　　　　　　　　　　　1　0　　　0
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　　　　≡〔i’，ム…i．・al，a2，…aa〕〔：〕＋ena

　　　　≡Aq十ena
　　　　　　　　　ムここで，ena～Nna（0，Σ）なる誤差ベクトルである。

また五，…∫n，α1，…，α。を底とするベクトル空間をS（A）とする。

　S（ii，…in，α1，…，α。）≡S（A）を，推定空間といい，次元は12＋a－1で，　S⊥（A）を誤差空間

といい，次元は伝一1）（a－1）である。

　大抵のGeneralized　Liner　Modelの場合，Σが固有ベクトル1。をもつ場合が多い。そ

こで，

　　　Σ1。＝・Aila　≒　£砺＝λ1（i＝1，2，…a）…・…・・………・・………・・………・・…（1．1）

　　　　　　　　　　　j＝1
の場合について考える。

　象についての固有根と固有ベクトル，固有ベクトル空間について考える。

　　　ム　　　1Σ一Alnai＝1Σ一Ala｜n

　　　　　　　　　　　　　　ムより，Σの固有根21（γ厘根）は，Σの固有根であり，22γ厘根で，

　　　　　　　　　　　　　　ム　　　Σの　〃　A2（γ2重根）は，Σの　　〃　　，72γ連根で，

　　　　　　　　　　　　　　ム　　　Σの　〃　Aa（γ。重根）は，Σの　　〃　　，11γa重根で

ある。ただしγ1＋r2＋…＋γ。＝aである。

　含の各Z，，…A。に対応する固有ベクトル空間S2（λ、），…，Ss（Z。）を考える。

　（Ll）の固有根，　A，が単根の場合と，重根の場合とに分けて考察する。

　γ1＝1のとき
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　Σe（la）＝λ、e（1。）で，λ、に対応するΣの単位固有ベクトルはe（1a）で，　Z，に対応するΣの

固有ベクトル空間Ss（21）はつぎの列ベクトルを基底とするベクトル空間である。

1al　la　1α…　1α

1al－k　la　　　　la

≡10－2L　　l
≡1≡0　1σ

1aiO　O…一（n－1）1α

　　　　＝s〔1。！iE－〕

SS（λ，）＝S〔ii，i2，…in〕⊂S（A）であり，つぎのことが成立っ。

Pe（1．。）hi～N（P。U．．）Aq，λ，），　P。U．e）Aq＝砺（π＋7）

11Ps〔．．一）hi　l12～λ1霧＝n－1（ll　P。【E－）Aqll2）

11Ps（E－｝Aql12＝0　≒　R，＝R2＝…＝Rnである。

γ1≧2のとき



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　Σe（1。）＝Zie（1a）の外に，Σd＝Z，dを満足し互に直交する単位ベクトルd，，d，，…，dr、．1

が存在して，i＝1，2，…，γr1に対して，それぞれ次のこと

s（d、）⊂s（A），s（ゐ⊥s＠）〆キノ，　s（∂1）①…θs（ば，、－1）⊂s（・4），

　s（D司⊂s⊥（A），s（D，一）⊥s（Dゴー）iキ」，　s（E－）⊥s（1）i－），

　S（D「）㊤S（Dの①…θS（1）；－1）⊂S⊥（A）

が分る。

　llR（〔孟，＿dγn－i）hi　ll2～λi　jt多＝γ、．1（IIPS（∂1，．．．∂γ、．、）Aqli2）

　11、Ps（DL＿厄一王）訓2～λ，x3＝n－1であり，

　1｜Ps（♂，＿∂γ、－1）工li2，llPs〔D；，．．．D7，一，　hi　li2，IIP。（E－｝司12は互に統計的に独立である。

　以上から，

　Hd：　　d1’μ＝d2’μ＝…＝d；，＿1μ＝0←＞8（d，，∂2，…（lri＿1）⊥μ

に対する検定量は

11辮1：蒜鵠吉）一脇㌧・（und・・」・…eT・u・）・…・・………・………・・（1・・）

H．：　　R，＝R2ニ…＝Rn

　　　l1Ps（E－）S　II2／η一1

　ll」Ps（D「，．．．Dl，＿1）h分　112／η（γ1－1）

Al（単根）

に対する検定量は

～
F縮｝＿1）・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　◆◆・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（1．3）

　　Σの固有根A，がγ連根≧2

S（1。。） 1
：
S（1na）

　　　　’　　　　　　　　　　　A

s（d1，…dn＿i）

s（E一） l
l
；
1

s（E－）

　誤差空間

s（D1－，…D；．1）

A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　またΣの他の固有根λ，，…んがそれぞれγ2，γ3，…γ。重根のとき，λ2がΣのγ2重根ならΣの

フη種根である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　A2についてΣの単位直交ベクトルC，，02，…，　C，、が存在して，λ2についてΣの固有空

間S£（A2）は次元tw　11　72である。

　またつぎのことがいえる。

　S象（A2）＝S（Cl）㊤S（C2）㊤…①S（Cr2）で，ここにS（Ci）は，

S（C，）＝S

C，0…0
0　C，　　　≡

≡0　　≡

00…C，

＝ s

　

　

G
C
C
…
…
C

　　ム＝S（c，）㊤S（G－）

であり
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　ムS（α）⊂S（A），S（G⊃⊂S⊥（A）
　　　ム　　ム　　　　　　ム
dimS（Cl，C2，…，Cγ、）＝r2，　dimS（CI－，C2－，…，G；）＝γ2（タ2－1）

Σ1＝λ11のとき Σの固有根λ2の場合

　　∧　　　A　　　　　∧
3（C1，C2，…，Cγ、），次元惣

　　誤差空間

S（Cl－，C，一，…，C，の

次元ヵ＠－1）

　C，’≡（C，’，Cir，…，C，’）を規準化した単位ベクトルe（C，）は，

e（・・）’一ポc∴c∴…・c・’）∈・（a）

であるから

醍一
ポα・・＋…＋C・’・・）・ま正規分硫鞠撒共分散は・

　E（P銭蕊）＝、／万αμ，γ（P∂ξ元）＝C，’Σ　C，＝A2

　Cov（1）eξ元，P∂」8）＝O　iキ元

　Cov（1）aihi，Pehi）＝0，ただし∀e∈S（Cr，…，C∋

以上のことから，

　C，’Pt・ン万はestimableであり，　e「（C，）元が，　C，’Pt・万のB・L・U・Eであることも分る。

上述のことから，次のことも分る。
11R（a，a，＿e。）hi　112～A、を膓一．，（［IPs，a＿e。、、4ql12），

ljPS〔cr，＿C三）fll2～A、X膓．．、（n．1），

　11Ps（a＿ε。）到12』llR（cr＿c；）hi　l12

であることから，

H。：cfμ一（5μ＝…＝c，、’μ＝o－・s（Cl，（）2，…c。）⊥μ

の検定に対して

　　　IIPS（a，＿e。）工112／72

　　　　　　　　　　　　　　～」F～ち刀＿1）　　（under　Hc　are　true）
　liPs（cr＿c；）xl］2／72（n－1）

§2．応用例として，2要因2水準の要因実験22の反復実験について，3通りのGeneralized

　　　Linear　Mode1を考える。

22要因実験（A，Bエ，A，B，，A2B，，A2B，）の構造式はつぎの通りである。

第k・subjectに対して
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Xll（h）

x12（k）

x21（h）

x22（k）

　↓

x（〃）

　　　　　　　　　　1　　　1　　　　　　1
　　　　　　三1］伺＋判＋eh
－

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　－1　　　　　　－1

　　　　　　↓　　　↓　　　↓

　　　　　　肴　　　　f，　　　9

（2．1）x（k）がSplit　Plot　Designのとき，分散，共分散は，

21：‡熟㍑：1　0
1／（ek）＝一・一…・……・…一一

　　　　　　〇

…一一一十一一一…一…一・…………

　　ill：遮㌫：：
＝Σ＊・…………………・・…………（2．1）

（2．2）　x（le）がRepeated　Observationのとき　（その1）

トトー一一一一（・・2）

（2．3）　‘v（le）がRepeated　Observationのとき　（その2）

　　　　　　　　　　　　　

x（

（2．1），（2．2），（2．3）のいずれも，xの任意標本エ2，

デ≡（zrl’，x2’，…，Xn’）とすると，£∈R4nで，

　　　　　　　　11
　　　　　　一

元＝

　
　
　
　
　
　
　
　
カ

エ

R
－
．
　
－
・
　
R

　＝〔1112…1nf，f，g〕

　　　　互いに直交

R4nを次のように直和分解する。

140…O　f，f，　g

O14　≡f，　f，9
　　　　　　　　　α10　　≡　1　≡　≡
　　　　　　　　　β
≡　≡　　0　≡　≡　≡

　　　　　　　　　　γ
0　0…14舌　f，g

［αβγ］＋・

十

　　　　　（共通のA‘，B，について共分散ありとみる）

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…
　（2．3）

…，Xnから

θ1

e2

en
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S〔1、1，…1n〕＝∫（1、。）ΦS（B－）

ピllト［封

推定空間：S〔11，12，…，1n，舌，f2，g〕

　　　　　一s（1、。）es（B－）㊥s（f，）㊤s（f，）㊥s（9）

　　次元＝1＋伝一1）＋1＋1＋1＝（n＋3）

誤差空間＝S（F，一）①s（F，一）㊤s（G－）

　　次元＝（〃－1）＋（12－1）＋（lz－1）＝3フ7－3

e4nの分散，共分散行列はつぎのようになる。

v（e4n）一

（ΣΣ゜）≡s

＾　　　　0　Σ
Σの固有根と対応する固有空間を求めると，

　　ム　　1Σ一AI4。1＝1Σ一Akln＝0
　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

より，Σの固有根λ＊はΣの固有根A＊であり，Σの単根の固有根λ＊はΣに対してはフ運根

である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　またΣの固有根2，＊に対応する単位固有ベクトルをeとすれば，Σの固有根A＊に対応

する固有空間S£（Z＊）は次のようになる。

（A）　Split　plot　designのとき

　Σ＊の固有根λ，＝（σ12＋σ22）＋（σ12＋ρσ22）（2重根），

　　　　　　　Z，＝（1一ρ）σ22（2重根）



ムΣ＊＝diag（Σ＊，Σ＊，…，Σ＊）にっいては

碑1顯三ll］＝＝s（…）・s（B’）e）s（s，）es（F－）

S£＊（Z2）＝S（f，）㊤S（E≧一）㊤∫（9）㊥S（G－）

s（λ） s（A，）

s（1。） s（希） s⑥ s㈲
　s（B一）

＠－1）次元

s（F，一）

ぴ一1）次元

　s（昂一）

ぴ一1）次元

　s（G－）

＠－1）次元

H・・品＋…一
∋除蠕ll；C≡ト踏（under・HR・・t・u・）

　　　　　　　　11PS倫X112
　　　　　　　　　　　　　　　FA＿，　（under　Ila　is　true）　仏：α＝0，
　　　　　　　1【Ps〔F「）xll2／11－1

　　　　　　　　　11　Ps（ir）　f　ll2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fe（n＿1）　（under　Hp　is　true）　Hp：β＝0，
　　　　　　　llPs（F，㌔G－）xl12／2（71－1）

　　　　　　　　　11几ω元ll2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fd（n＿1）　（under　Hr　is　true）　Hr：　γ＝0，
　　　　　　　IIPs（F，一，c－）Xl12／2（71－1）

（B）　Repeated　Observation（その1）

⇒∵㌔二）｜

ここに

叶鷺トーはつ…DAi，　22v（］“i56．

　　　A，＝（3ρ十1）σ2，λ2＝（1一ρ）σ2（3重根）。

7
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］］：｝ニト～

S£（λ2）＝S（舌）㊥S（f，）㊥S（9）ΦS（F，一）㊤（几一）es（G－）

　疏、－R，．．．．．R。：R，＝R，＝…ニRnは検定出来ず（対応する誤差空間がないため）

　　　　　　　　　　ll具の8112
　　　　　　　　　　　　　　　　　　～」瑠（。－1）　Hα：　α＝0，
　　　　　　　llPs（FI－，F、一，c－）hi　R2／3（11－1）

　　　　　　　　　　ll几⑤fll2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　～闘（n－、）　ぽ：β＝0，　　　　　　　11　Ps（F、一，F2－，G－）‘i｝　112／3（12－1）

Hr・γ一q　llふ鷲ll，（11－1）一脳

（注）　上記の，α＝0，β＝0，γ＝0の各検定式は無作為実験の22要因実験の検定式と同一

　　である。

（C）Repeated　observation（その2）

　X（A，，B，）X（A，，B，，）X（A，，B，）X（A2，B2）に対して，

⇒㌦｝］

V（・）一（㌣）㌦㍊））一（言’・…．』）≡Sであ・・

　ム　Σの固有根と対応する固有空間を求める。
　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

　Σの固有根λ＊は，Σの固有根λ＊であり，Σの固有根λ＊はΣに対しては72重根である。

　　ム　　1Σ一λ14。1＝1Σ一λ141カ＝0
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σ2－Aρσ2　ρσ2　0

ρσ2　σ2－2L　　O　　　ρσ2

ρσ2　　　0　　σ2－A　ρσ2

　0　　　ρσ2　　ρσ2　σ2－A

＝0

｛σ2（1十2ρ）－A｝（σ2－A）2｛σ2（1－2ρ）－A｝＝0

σ2D（ρ）の固有根は，つぎの通りで，各対応する固有空間を表で示す。

　　A，＝σ2（1十2ρ），λ2＝σ2（2重根），λ，＝σ2（1－2ρ）

　（固有根と固有空間）

固　有根 λ＝σ2（1＋2ρ） λ2＝σ2 λ，＝σ2（1－2ρ）

Σ＝σ2D（ρ）に対

応する固有空間

　　　　11　　　111　　　1　　　　　1　　1　　　　　　　　　　　　　1－1　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　1s。（／，）＝ss。（λ1）＝S　　l　　　　　　　　∫Σ（λ2）＝S　　　　　l　　l　　　　　－11　1　　　　　　　1

　　　　　・1　　－1－1｛　　　1　　　　14　　1　　　　　　五渥　1　　　　　　　9－＆（14）　1一蹴売）　｝一＆（9）　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　V（司について，A，に対応する固有空間Ss（A，）は

1三llト〔・・　IB－］－s（…）・s［B－）

　λ，に対応する固有空間Ss（2，2）は

叫鴛ll蟻ll権ト［f，if，i．1・F，－f，i］

　　　　＝s（fi）㊤s（f，）㊤s〔冗【一〕㊥s〔E！寸

　λ，に対応する固有空間Ss（A，）は

　　　　　　　　　　　　　　　

9
で下の表のようになる。

　　　s£（λ）　　　　Ss（A，）　　　　s2（z，）
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　　　　　　　　　Ilp，。のX1［2
　　　　　　　　　　　　　　　　　～Fii（n＿1）（underα＝Ois　true）　Ha：α＝0，
　　　　　　1［Ps（。「，。、一）hi　112／2（11－1）

　　　　　　　　　ll　P。（f－　hi　1］2
　　　　　　　　　　　　　　　　　～Fi（n＿1）（underβ一＝Ois　true）　疏：β＝0，
　　　　　　llPs〔。「，。，つhi　ll2／2（f2－1）

　　　　　　　　llPS（9｝　hi　li2
　　　　　　　　　　　　　　　～，FA－，　（underγ＝Ois　true）　Hγ：　γ＝0，
　　　　　　11Ps（G－）hi　112／n－1

　この（C）の場合も，反復効果R，につき，R1＝R2＝…Rnの検定は出来ない。

（注）　（A），（B），（C）の各場合につき，反復効果一様性の検定，Aの主効果α＝0の検定

　　式，Bの主効果β＝0の検定式，交互作用γ＝0の検定式に微妙なくいちがいがある

　　ことは面白いことで，よく注意して各種の仮説検定を行うべきである。

§3．1【Pi‘。Xl］2，li　Ps（B－）hi　112，1【P頑112，i＝1，2，1｛jPg　hi　112等の計算

　　ar（i）’＝（xll（i），x、2（i），x2i（i），x22（i））：　　i　subject又はi－replication．

　　th’＝＝（x（1）t，x（2）’，…，x（7z）’）：　全subjectに対しての観測値

つぎのS，，ひ，V，，砺を定義する。

　　Si＝Xl　1（i）＋x12（の十x21（り十x22（i）　＝＝　1’r（の

　　U，＝Xl　1（i）＋X12（i）－X21（の一X22（i）＝　f，’X（の

　　V、＝＝Xl1（i）－X12（i）＋X，、（i）一工22ω一f，’X（i）

　　II←X、1（の一エ12（の一エ21（の＋エ22（の一9’エ（の

　　i＝1，2，…，フ1

　これより，っぎのことが分る。

　　II・P・、。・hi・ll・一ポ重S・）・

　　11恥・・11・一÷Σs，2－II・P・、n・…ll2－÷自（s’－g）2

　　1］P・，xl【・一訂玩）2

　　il・P。，・、一）　h・・ll・一÷Σひ・一（Σu，412）2－÷墓（ひ一U）・

　　1【P・，hiil・一訂玩）2

　　11Ps・調1・－tΣv・・一晶（Σ・タ）2－÷Σ（v・－7）2

　　1］P・hil1・一☆齢）・

　　llPs・G－・・1【・一÷Σ艀一訂Σ1花）・－tΣ（　・i・・一一il」f）2
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1旧、，元ll2

一
舗s・）・

llp刀元li2

一
舗ひ）・

｜lp万元ll2

－
☆玩）・

　llp誘ll2

一
がII7）・

　IIPs〔，一，　hi　li2

－
tΣ（s・－St・

　　　　　　　　｜　　｜　　Ps　

　（　
　
F
　　　）　

　
　
　
S
　

　
　
　

l
　
　
i
　
　
2
　

1　　1　　PS　

　
（
　
　
F
2
　

　
－
　

　
）
　
　
　
　
エ
　 1　　｜　　Ps　

　
〔
　
　
G
　

　
＿
　　｝　
　
　元
　

－
÷Σ（ひ一万アー÷Σ（・7－丁戸一÷Σ（・c・一一ii・）2

また，

llp…，一，・・一，G－…ll2－÷Σ（u・－u）・＋÷Σ（v，－7戸＋÷Σ（　・4・　－Tfi）2

11PS・F，一．C－｝　…ll・一÷Σ（1ろ・－Il）・＋｛1一Σ（　M4・　一一ii7）・

llPs・F、一，・、・hili2－÷Σ（u・－e）・＋÷Σ（v，－7）・

なることも分る。
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