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Generalized　Linear　Modelの場合の

　　　　　　　F一検定法の応用

宇喜多　義　昌＊・小　野　英　夫＊＊

§1．　Summary

　明星大学研究紀要一理工学部一第24号と本紀要第25号とで，「Generalized　Linear

M・d・1の場合の仮説検定につ・・て」「酩（II）」で宇喜多・小野は，　X－Ala（一星・’・・

＋肱三）のサイズ・礁作為標本X，，X・，…，X・によ・て，仮説（H），・・’・・一・（た

だしc’1。＝0）についてのF一検定統計量を求めた。そのうち

（1）cがc’1、＝0である任意に定められたa次元ベクトルのとき，仮説c’μ＝0の検定

　法。

（2）cは三の固有根Aに対応する固有ベクトルで，かつc’1。＝0，とした場合の仮説

　c’μ＝0の検定法。

を述べてある。第24号の小文では（1）の場合の適用例を1題，（2）の場合の適用例を4

題しめしてある。

　本小文では，（1）の場合の適用例として，第2，第3節で同一対象の追跡調査による回

帰問題解明を，第4節はEが5×5の正値対稻行列の場合を取扱い，実験データにより仮

説c’μ＝0の検定を行う。

§2．直線回帰Y＝α＋mx＋Eの方向係数m＝0の検定

　観測値（x，Y）がありxはx、，　x2，…，　Xaの値をとる，　xニ」Ciのときの（Xi，　Yi）の

Y，は普通一定値でなくて，その構造式は，

　　　　Y，＝a十mXi十Ei＝m（Xi－x）十b十E，，　i＝1，2，…，　a　　　　……（2．1）

と見る。ここで誤差変動E，につき次の仮定をおくのが普通である。

　（i）E，～N（o，σ2），σ2：未知，i＝1，2，…，　a

　（ii）E，ll

したがって，Y’＝（Y，，　Y，，…，　Y。）とすると，次の分布をなす。

　　　　　　　　　　　Y～Na（m（x－x1）十bla　　σ21a）

このとき，回帰係tu　m＝0の仮説検定法はよく知られている。

　しかし，同一対象を追跡観測し，（Xl，　Yi）…，（Xa，　ya）が得られるならば，（2．1）の構

造式は修正して

　　　　　　　　yi＝211（x一x）＋b＋γ＋Ei，パ対象固有の効果。

’，”　一般教養教授　数学
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　（i）°E£～A「（o，σff≡σi2），σr2：未知，　i＝1，2，…，　a．，

　（ii）°Eiは独立といえず，　cov（E，，　Ei）＝砺，　i，」　＝1，2，…，　a，’‡∫，とみる

のが妥当である。したがって

　　　　　　　　　Y～∧Xa（111（x－x1）十（b十7’）1，ε＝（σt」））

と見られる。本節では，この条件下で，

　我々はフ2個の対象につき，系統的にx＝Xl，　x2，…，　x、での対応するY，…Yaを調べ

ることにより，回帰係tw　111につき，仮説〃2＝0検定法と，711に対する区間推定を研究す

る。

　i対象に対して，Yiとすると，　Yど～ノVa（〃1（x－x1）＋（b＋7’i）1，　E）で，無作為に抽

出される12ケの対象のY1，　Y2，…，　Y．は互に独立と見てよい。したがって，

　　Y’≡（Y1’，　Y2’，…，1’nr），ろ＋7’i≡ρi，とすると，　Yの構造式は

・－
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＿
．
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．
．
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＝痂十E，　……（2．1）

で，涜は？の平均ベクトルで，EはYの誤差ベクトルである。またV〔Y〕＝γ（E）

＝diag（E，　E，…，　E）であるからYはGeneralized　Linear　Modelをなす。またYの

分布は

　　　　　　　　Y『～Arna（挽，　diag（三，　亙，　…　，　E））　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（2．2）

である。

　　　　　　　　　・一一一Bへ
　推定空間：S（d，b，，…，　bn）＝S（d）ΦS（1na）㊤s（B－）

　誤差空間：S⊥（d，B），　dimS⊥（d，　B）＝12a－（η＋1），

　　　　s（D）≡s　．　．　・．　＝s　．z）一　二s（d）㊥s（D）

　　　　　　　　　0　0　d　　　　d
S（D）は（2．3）のように分解出来て，次の関係が成立する。

　　　S（d）⊂S（d，B），　S（1）一）⊂S⊥（d，　B），　dimS（Z）一）＝12－1

。．．＿　＿．　d「

いま検定方式（1），すなわち，c’1、＝0なる任意に固定されたベクトルcに対して，仮説

c’μ＝0の検定として，いま特にcとし（x－xla）を選ぶと，（x－xla）’1、ニ0となり，

仮説Hは（x－x1。）’・m（ar－x　la）＝0で，これは111＝0と同値である。

∵　（x－x1。）’m（x－scla）＝0←一→112・11x－xlaR2ニ0←→m＝0

よって，d≡（x－x1）としてつぎのようにS（D）をつくると

　　　　　　　　　d　O…O　　　d
　　　　　　　　　O　d…≡　　　　d　　　　　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……（2．3）

また・〈酷＝・（航＝ thffY～∧「・［msAn　ll　d　ll，　e’（・晒）〕

・・・…
　（2．4）
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一一
lr・PaY・li2～・（d）’亙・（d）・〆｝〔2A－〃、・nll　d　ll・〕

一
方，II　Ps（D．）S）’　ll2～e（d）’5e（d）・揚一1（absolute1｝・）

　　　11　PaY　ll2．ll　II　p，、，。．，Y　II・

よって，回帰係数〃2につきつぎのように検定する。

　H：17z＝0＝2（x－x　la）「〃1（x－71a）ニ〃nHx－T1．　ll2＝　Oに対し

　　　　　　　　　　　ll　P8Si「　ll2

　　　　　　　　11・Ps、。．IISI・ll・／，，－1～Fn－11（unde「〃・＝°i・t・u・）

・・・… 　（2．4）

・・・… 　（2．5）

・・・… 　（2．6）

注　（2．1）の構造模形のときの誤差空間を調べる。

　誤差空間S⊥（d，B）ニS（D－）㊥s（H）となる。このS（H）はどんなベクトル空間か調

べる。まず次元は
（　i　）　　　dimS（H）＝　11（a－2）

（ii）d’z＝0・1’z－0を満足するzの張る空間はa－2次元ベクトル空間で，直交基底

　ベクトルd，，d2，…，　da－2がとれる。これらから

　
　
　
　
　
　
o

o
．
．
．
・
．
．
o
，
α

0
ば
0
．
：
0

ば
o
…
…
o

　
　
S

　
　
i
l
l

　
　
ぱ

　

　
Q

　
　
v

　
　
S

i＝＝1，2，…，a－2，

なる空F・S　s（D・）は・まずdimS（D・）－11であり，かつ，明かに，　s（D，），　s（D、），…，

S（Da－2）は互に直交していることが分る。また，　S（Di）⊂S⊥（d，　B）なることも次の計

算

　　　　　（0’…0’，di’，0’，…，0’）d＝（0’，…，　O’，　di’，0’…0’）b，＝0

　1＝1，2，…，a－2，　j＝1，2，…，11，　　から分る。

またS（D，）⊥S（D）よりS（D，）⊥S（Z）つである。以上のこのことから

　　　　　　　　　　S（H）ニS（1）エ）①S（D2）Φ…㊥S（刀。－2）

であることを知る。これを図示したのが図1である。

s（Bつ ∫（L、） s（d｝

∫㈲

S①。．2 s（D1）∫（D－）

…　　…　S（D2）

　　　　　　　　　　　　　　　図　1

　なお（2．4），（2．5），（2．6）から，回帰係数〃2の区間推定が行える。それは，

　　　　　｛講「msAn　II　dl｜｝一・・（・，　・’（・剛（（2．・）より）

と（2．5），（2．6）を併せ考えて
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・P、？・一瀟ll∂L一后
／li　PStD－｝Y’　ll2　　　／Σ｛（x－x1）’Y，　｝2＿｛Σ（x一丁1）’Yε　｝2

　　　　　　　　　　V　　　　　　12

の不等式からmにつき信頼度1一αの信頼区間をうる。

　　　　、　フ2－1　　　　11・x一㌃111・　　　nllx－x1112

いま，Il　d　l｜＝　ll　x－x1　ll2で，　Z，≡（x－sc　1）’Y∫，　i＝1，2，…，12とすると

　　　　　　　　一（ΣZ一〃nnΣ（x一x）2、Σz・一（￥）2）已

　　～tn－1（自由度11－1のt一分布をなす）

よって

　　　　　　　　　　Σ綜麦きア、厚・t・一・・1－a

§3．直交多項式回帰問題xの次数決定問題

　観測値（x，Y）がありxはXl，　x2，…，　Zaの値をとる。　ec＝Xiのときの（Xi，　Y，）の

Y，の構造式が，つぎの形とする。

　　　　　　　　Y，・＝ao十aiPi（Xi）十…十ahPk（Xi）十E，　　　　　　　　　……（3．1）

ここで，P。（x）は次の関係をみたすα次の直交多項式である。

a　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　《2

　　ΣP。（Xi）1）β（Xi）＝0，ΣPa（Xi）＝0　α幸β，α，β＝1，2，…k，　　　……（3．　2）
　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

このとき（E，，E2，…，　Ea）＝E’は誤差ベクトルであるが，普通Eの分散共分散行列

V（E）＝σ21aとして，仮説ak＝0の検定や，　akの区間推定が行われている。しかし§2で

も述べたように，同一対象のXl，　x2…Xaに対応するY，，　Y，…Y、のときは（3．1）の構造

式でも，EのV（E）は
　　　　　　　　　　　　　V（E）＝ε＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…　一（3．3）

と見るべきである。本節ではIz個の対象につきxについてはXl，　x2，…，　Xaに対応す

るY，，Y，，…，　Yaを調べて，　ak＝0の検定，ついでak＝0のときのalt．1＝0の検定等

を研究する。第1対象についてY，（1），Y，（1），…，　Ya（1）をa次元ベクトルY，とする

　　　　　　　Yt「≡〔Y，（1），］陥（1），…，　Ya（1）〕　1＝1，2，…，12

Yエ，Y，，…，YnはY～Na〔（ao十R）1十aiPi（x）十…十a　kP　hlx），　diag（ε）〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．4）

の無作為標本ベクトルとみられる。（3．4）でPi（x）とは，

　　　　　　｝：）i（x）’＝（｝）r（Xl），　P，（x2），　…　，　1：）f（sca）），　i＝1，　2，　…　，　le

で，Rは調査対象個体による個体効果で，1対象について　a。＋R∫≡ρ，，1＝1，2，…，

nとする。これから

　　　　Y，＝ρ∫1十aiPa（x）十…十ak」P★（x）十E，，　E‘～Na（0，亙），　E，」⊥

とみて良い。

　S）’≡（Yl’，　Y2’，…，　Yn’）とすると
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ρ

ρn

十

　　　　　＝ni十E

でYの分布は

　　　　　　　　　　Y～Arna（痂，　diag（ε，　E，…，　E）

であり，YはGeneralized　Linear　Modelで，正規分布である。

　推定空間，誤差空間について調べると

　
　
　
　

E
E

カE
↑
＾
E

・・・…
　（3．4）

推定空間S（ε1，ε2，…在，b，…bn）＝S（ε1）㊤…㊥S（在）①S（1na）㊤S（B－）

誤差空間S⊥（ε1，…ε夫，B）ニS（Clつ㊥S（C2－）①…①S（Ck－）①5（H），

　diinS（H）＝na－（lz＋ん）－k（11－1）ニフ1（a－k－1）である。これを図示すると図2のよ

うになる。

図　2

　P，（x）’1＝0であるから，検定方式1に従って，仮説

P∠’（x）〔a、Pi（x）＋a、P、（x）＋…＋a、Ph（x）〕＝o＝ゴa、　11　Pk（cτ）112＝o＝ゴak＝o

が検定出来る。すなわち

　　　　〈Pε、Y＞～N1（sEI　11　ph（X）11　ak，θ〔P、（X）〕’Ee〔P、（X）〕）

　　　　11p∫〔cバ）Y　ll2～e〔P，（x）〕tS．e〔P，（x）〕・x』＿1　（absolutely）

　　　　　　　　　　　〈Pε、Y＞且11　P。（，，）Si’　ll2

（3．5）（3．6）（3．7）より

　仮説，ak＝0が真のとき

　　　　　　　llpε、Yll2
　　　　　　　　　　　　　～FA＿1　（under　ak＝Ois　true）
　　　　　1【P、（，、）Yll2／n－1

としてF一検定すると良い。

・・・…
　（3．5）

・・・…
　（3．6）

・・・…
　（3．7）

……
（3．8）

注　（3．8）の検定の最高次h次項の存在が否定されたとき（ak＝0）が採択されたら，次
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に，ak－1ニ0の検定に移る。その検定式は（3．8）でkをk－1におきかえたものを使うとよ

い。以下採択されたら順次同じ手順を繰返す。

　§4．　順序ある繰返し実験で，A種の小麦が連作可能か否かの実験（Program計算

　　　は，東京情報大学：増田文夫による）

　．4種の小麦で，6地区の試験区を5年間連作って連作の可否を見たいとした実験デー

タである。X〔i，元〕のiは第i年次を，ブは試験区番号での収穫量を示した。

　　　　　　　　　　　（X〔1，∫〕，X〔2，ブ〕…X〔5，元〕）≡X／

　　　　　　　　　　　Xj～」V5〔μ十R」1，　E〕　ノ＝1，2…6

として検定法1にしたがって

H、：（1，0，0，0－1）’μ＝（μ一μ5）＝0の検定（1年次と5年次の母平均差の検定）

H2：（1，0，－2，0，1）’μ＝（μ1－2μ3＋μ5）＝0の検定（2年間の母平均の階差相等の検定）

を行った。次にそのprogram　listを示す。

TURBO　PASCAL　Program　Lister．，　Copyright　1983　Borland　International　Page　Listing　of：

UKITA　2．　PAS

program　g　Iinear；

const　　　pニ5；n＝6；

type　　　　　p＝1．．P；　n＝1．，n；

var　　　　　a：array〔＿P〕of　rea1；x：array〔＿P，＿n〕of　rea1；

　　　　　f；array〔1．．2〕of　rea1；i．　j：integer；

procedure　set　　x；

begin

x〔1，1〕：＝82．1；x〔1，2〕：＝85．7；x〔1，3〕二＝85．0；x〔1，4〕：＝86．6；x〔1，5〕：＝77．4；x〔1，6〕：

＝71．6

x〔2，1〕：＝70．2；x〔2，2〕：＝82．8；x〔2，3〕：＝84．8；x〔2，4〕：＝68．0；x〔2，5〕：＝73．4；x〔2，6〕；

＝63．8

x〔3，1〕：＝81．1；x〔3，2〕；＝84．5；x〔3，3〕；＝77．9；x〔3，4〕；＝78．7；x〔3，5〕；＝76．0；x〔3，6〕：

＝74．3

x〔4，1〕：＝79．4；x〔4，2〕：＝82．6；x〔4，3〕：＝84．4；x〔4，4〕：＝78．2；x〔4，5〕：ニ75．8；x〔4，6〕：

＝79．6

x〔5，1〕：＝83．4；x〔5，2〕：＝89．4；x〔5，8〕：＝85．7；x〔5，4〕：＝86．6；x〔5，5〕：＝78．0；x〔5，6〕：

＝78．O

end；

function　project：rea1；

var　　　norm，　numerator，　denominator，　s，　ss：real；

begin

s：＝0；for　i：＝1to　p　do　s：＝s十sqr（a〔i〕）；norm：＝s；

s：＝0；fori：＝1topdoforj：＝1tondos：ニs＋a〔i）’x〔i，　j〕；

numerator：＝sqr（s）／（n’　norm）；ss＝0；

for　j：＝1to　n　do
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begin

　　　　s：＝0；for　i：＝1to　p　do　s：＝s＋a〔i〕l　x〔i，　j〕；ss：＝ss＋sqr（s）；

end；

denominator：ニss／norm－numerator；

proiect：＝numerator／denominator牢（n－1）；

end；

begin｛main｝

set　x；

a〔1〕：＝1；a〔2〕：＝0；a〔3〕：＝0；a〔4〕：＝0；a〔5〕：＝－1；f〔1〕：＝project；

a〔1〕：ニ1；a〔2〕：＝0；a〔3〕：＝－2；a〔5〕：＝0；a〔5〕：＝1；f〔2〕：ニproject；

writeln（lst，’original　data：pニ5；n＝6’）；

writeln（lst）；write（lnt，，’：2）；

for　j：＝1to　n　do　write（1st，　j：8）；writeln（1st）；

for　i：＝1to　p　do

begin

　　　　“・rite（1st，　i：1，　’〕’）；

　　　　for　j：＝1to　n　do　write（1st，　x〔i，　j〕：8：1）；writeln（1st）；

end；

writeln（1st）；

writeln（1st，’hypothesis　1：μ1一μ5＝0；　　　　　　　f　　value＝’，f〔1〕：8：3）；

writeln（1st，’hypothesis　2：μ1－2’μ3十μ5＝0；　　f　　value＝’，　f〔2〕：8：3）；

end．

original　data：p＝5；n＝6

1
〕

2
〕

3
〕

4
〕

5
〕

　　1

82．1

70．2

81．1

79．4

83．4

　　2

85．7

82．8

84．5

82．6

89．4

hypothesis　1：μ1一μ5＝0；

hypothesis　2：μ1－2＊μ3十μ5＝・0；

　　3

85．0

84．8

77．9

84．4

85．7

　f

　f

　　4

86．6

68．0

78．7

78．2

86．6

　　5

77．4

73．4

76．0

75．8

78．0

value＝4，435＜6，608＝F9（0．05）

valueニ8．159＞6．608＝F｝（0．05）

C
U
だ
0
Ω
U
3
C
U
O

　
1
3
4
0
0
8

　
7
ρ
0
7
F
7
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