
81

擦　弦　の　振　動

（第1報，空気抵抗だけを受けるモノコードーその3，補遣）

前澤成一・郎＊

Synopsis

　As　a　supplement　to　lst　Report－No．3，　this　paper　deals　with　obtaining　in　closed

form　the　sums　of　in6nite　series　representing　various　coe缶cients　of　two　in丘11ite

sets　of　simultaneous　linear　equations　for　Fourier　coe伍cients　of　the　bow　force　of　a

bowed　string　as　an　in丘nite　number　of　unknowns．

1．　はしがき

　第1報一その31）の補遣として，バイオリンのような擦弦楽器の弦の定常振動を維持す

るに必要な弓力に対するフーリエ係数を未知数とする無限連立一次方程式の係数の計算に

ついて述べる。

　これらの諸係数は第2章で示すように無限級数の和で与えられるけれども，擦弦が曲げ

こわさを持たず，完全にたわみ易い弦であって，また正の減衰として空気の粘性抵抗だけ

が働く場合にはその収束性が良好でなく，精度のよい連立方程式の解を得るためには，電

子計算機を以てしても多大な時間あるいは費用を要する。1例を挙げると相対誤差を10－5

以内に納めるためには3，000項の和を取っても不十分であり，しかもこのような係数を10

万個以上求めないと精度のよいフーリエ級数が得られないのである。

　しかし幸なことには，完全にたわみ易い弦が正の減衰として空気の粘性抵抗だけを受

ける上述の場合には，これ等の係数を表わす無限級数の和が閉じた形で与えられるのであ

る。第1報その3主報においては，この閉じた表現の結果のみを記したので，この補遣

報において，導出過程の大略を示す。

2．　周波数応答1臨Exp（－」φ。）の評価

我々の無限連立方程式の係数は次の2組の式で与えられる。共に無限級数表現である。

㌦一☆Ω（一・）加ぶ（，釜竺蒜怨）及…Qn

以・一一E励一☆ρ（一・）－1ゑ（，，k2三多；瓢一め及…iPn

…m≒S，・q（－1）…息（隠三蒜：1｝とめ払…iln

（ん，m＝0，1，2，…）　　……（2．01）

＊理工学部機械工学科教授，機械力学
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R…一一 詰。　　c°

ikM＝＝一｝S。Ω（一・）k＋・＋1£

t7・・一。6。『　　°°

瓦・－6。　　°°

　　　　　　　　　　　　　　　　　及COSφ。
　　　　　側（μ、k2一め（戸，刷2－7z2）

ρ（一・）…1ぶ（謡碧隠一〆）Mn…din

ρ（一・）蹴君（伽1当鷲1－iny・・…din

　　　　　　　　　　　　　（ん，7刀＝0，1，2，…）

ρ（一・）慣（隠陽竃聾）及…¢n

　　　　　　　　　723sin刀θo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（2．02）

　ここに

　　　　　．；：零：；：：：：1：：1ξ：：｝一一

および

　　　　θo：接着区間の長さ

　　　　θo＝2π一θo：滑走区間の長さ

　　　　ρ＝ωん：振動数比

　　　　ω：定常自励振動の円振動数

　　　　り＝πa／1：弦の基本自然円振動数

　　　　1：弦の長さ

　　　　a＝ン　TIμ：横波の伝播速度

　　　　T：弦の張力

　　　　μ：弦の線密度

　　　　ξ：擦弦点の左端からの距離

　また1鳳cosφ。と1仏sinφ。は擦弦点（bowed　point）に働く円振動数nto（n・＝1，2，3，…）

の単位の犬きさの調和入力に対する同点の変位の周波数応答ハ4Exp（一元φ，、）の実数部分

そのものと虚数部分の符号を変えたものである．すなわち，

　　　　　　　　M∴　Exp（一元φπ）＝＝Mn　cosφπ一ゴM三sinφn，　ゴ＝V－1　　　……（2．04）

　両端固定で，正の減衰としては，全長にわたる空気の粘性抵抗だけが働く擦弦の運動

方程式は，空気抵抗の係数を2cとして

　　　　　　　　　　　　　　　票一＋・・9｝一・漂　　　　・…・・（2．・5）

であって，

　　　　　　　　　　　　Mn・・p（一撫）一ξsi諜書景ξ　　……（2・・6）

となる1）。ここに

　　　　　　　　　　　　　　；尋蕊㌦ヒ｝　一吻

　さて振動数比9を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝1十δ　　　　　　　　　　　　……（2．08）

と置いて，δはγと同程度の微小量と考える。そのときr2を1に対して省略すれば，

（2．06）式の分子に対して
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…2nξ…2nξ　＝＝（＝，i；s，）n＋1 ［…nπ・一・…ψ・・輌｛・・…・＋≒ξ…ψ・・｝］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（2．09）

を得る。

　ここで，

　　　　　　　　　　　　　ψ・・一ψ・一竿・戊ψ・≡（ξ／の・・

　また分母については，複素関数論における部分分数展開2）

　　　　　　　　　　　　　　i－glli－｝｝一す＋2ゑ≦⇒1二

を用いて

　　　　　　　7、nl，蕊己［7z2ρ2　三ブγフzρ　　　＋　2　ξエ　　ヵ2　＿～量≧毒72＿q］

ここで

x＝2nt＝π　Vn292－2jrnΩ

と置いた。

　最初に和記号Σの中のp＝nに対する項を考える，すなわち

　　　　　　　　　　2　　　（－1）n＋1　　　＿　1　　（－1）n÷1
　　　　　　　　　　π2　　n2（1一ρ2）十2ゴγ万Ω　　　　π2　元γπΩ（1十元σπ）

ここに

　　　　　　　　　　　　　　　　σ＝（ρ2－1）／（2rρ）

（2．12）式の中の残りの諸項の和∠は

　　　　　　　　　　　li－．、in一そ（、一き琴捲。。

となるが，これを2分して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝A，十A，

　　　　　　　　　　　　（－1）n＋1　　　　　　　　　　　　　（－1）n＋1
　　　　A1＝
　　　　　　　　π2｛7z－（ブγ一nδ）｝｛ゴγ一nδ一γ2／2n）　　　？zπ2｛（」γ一刀δ）十元γδ一δ27z／2｝

　　　　∠、＿　1　＿　　　（－1）n÷1

……
（2．10）

・・・…
　（2．11）

……
（2．12）

・・・…
　（2．13）

・・・…
　（2．14）

……
（2・15）．

・・・…
　（2．16）

　　　　　　　　zsinz　　　π2｛71－（」γ一nδ）｝｛jγ一nδ一γ2／2n｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（2．17）

とする．

　ここまでは何等の省略は行っておらず，正確な結果であるが，1に対してγ2とδ2の程

度（order）の項を省略すると

　　　　　4一毒ど㌃）［（・＋・iγ・iiZ｛ti）（・＋鵠）一（・－」鵠2”）］

　　　　　　一〆嘉二δ）・［（ゴγ一・δ）・＋膓＋n」rδ一　til2rE＿2　］

　　　　　　’＝（三謬＋1　　　　　　　　　　　　　　　……（2．・18）

が成立つ。この結果は72が大きくてもγとδが一次の微小量であれぽ成り立つ。

　次にA2の評価であるが1に対してγ2を省略するとき．

　　　　　A・≠鍔，）｛、、nπ（ヵ一1、－r2／，n）一。（」，一。；－r2／，n）｝……（2・・9）

一
般に2）
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，、吉一÷＋・・顯三裏、

したがって｜川≦π／2ならば
oo

11／・i・・－1／・1≦12鳴1。・π・一。・1≦12・1。⊇、。・π・－1。1・
1　　　　　　　　°°　　　　1

　　　　　　　　≦」斜嘉・－6／、）・一禦

これによって1刀δ一ゴγ十γ2／272K1／2すなわち

　　　　　　　　　ni・1≦丁（ン・／・一γ2＋ン・／・一・2－・・r2）≡丁＋・

ならぽ（εはγ2のorderである）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・・1≦・鵠繋L昔δ嘉≠≦k　vs－72

　更にn1δ1が（2．20）の右辺より大きくても

　　　　　　　　　　　　　　　　　nlδ1≦1／2

であれぽ（2．19）の｛｝中の絶対値はある定数Cを越えないので

　　　　　　　　　　　　　C　　　＜　　C　　≦9　2CIδ｜　　　1
　　　　　　　　1A21≦
　　　　　　　　　　　πln十刀δ一元γ1＝πn（1十δ）一π（1－1δD　1十2ε

（2．21）と　（2．　22）を合せて

　n1δ｜≦1／2ならば，0を同等以上の微小量を表わす付号として

　　　　　　　　　　　　　　1∠2｜＝0（、／δ2十γ2）＝0（γ）

　整数noおよびnlを

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1

……
（2．20）

……
（2．21）

・・◆… 　（2．22）

・・・…
　（2．23）

　　　　　　　　　　　　　　n・≦mb「＜n1≦21δ1　　　　　　…（2・24）

のように撰ぶとIz≦ll。については（2．23）が成り立つ。　n≧111となる72についてはこのよ

うな評価は出来ないが，係数Ckm等およびfikm等に対するA，による寄与の総和を次の

ように評価することが出来る。

　G仇等およびHkm等における上記の寄与をzf2Ck．等およびA2Him等と書くとき，γ2

のorderの項を省略すれば，例えば

のとき

ni2≧1．5Max（μ尤2，　Iu．2）

1∠・q・1一票顯（　n3（1－cosnθo）μ、2－n2）（μ肌2－・12）∠・1≦繋息㌘

　　　≦念葱、÷｛，、オ、1＋1、、。（　1　　ゆ　　　　　　フzo－jγ）。1｝

　　　≒晋息｛。・［ll。＋わ，、。・n．1、1＋、、。h・，π｝

δ≡1δ1と書いて，先ず

　　　　　　　　　息th－÷　 息1　（　δnδ）3　≦÷∫：is＿δ／2dx／x3

　　　　　　　　　　　　≦誤＿事一。（2δ1一δ）・一・（5）

・・・…
　（2．25）

・・・… 　（2．26）

・・・…
　（2．27）
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次に7z1，π2，…を次のように撰ぶと

　　　　　　　　　　☆≦・1＜☆＋・・妾≦・・＜昔＋・・…
・・・…
　（2．28）

　　　島ン、、。嘉＋，i。h、r。≦ゑ（191、＞7，、。・．　glii｛：、、。h・γπ）

　　　　≦ゑ隷ン、、。誌飾≦誌∫1‡：1：（ dx
sin　2πエ＋sinh2γπ）t

　　　　＋・（・・）一，ξ☆∫｝；二∴ぽ。舞、、。h・r。＋・（・2）

　　　　≦誌一∫1†ン、，，辛：、。1、2，。＋・（め

（ここでlyl＜1／2では4y2≦sin2πyを用いた）

㍉誌∫：，／毒。hi．＋・（δ2）一，誌1・（・＋V・2＋…h2γ・）ll＋・（δ2）

一
（1・｛1＋、、：芸h2γπ｝）、巳☆＋・（δ2）

≦｛・＋1・（・／…h・・）｝・δ（・＋÷＋音＋…）＋・（・・）

　　一芸｛・＋1・（・／…h・・）｝δ＋・（δ2）一・（・）一・（・）

すなわち

　　　　　　　　　　　　　V1．5Max（μκ，　ttm）≦1／（2　iδ1）

のようなCi、mについては

　　　Mn・・唖）妾音［・…π・一・…ψ品・（・…π・＋ξテξ・・…ψづ］

　　　　　　・［元，。。（｝＋」。n）＋剥　　　　　　　・…・・（2…）

として・い・論≦・1〈翁＋・の・うな・1以下の・については（…）式自身の誤差

が0（γ）であり（従って附録によってq肌に対する誤差の寄与も0（γ）であり），またnl

以上の7zに対しては（（2．30）式自身の誤差はこれより大きいけれども）Ckmに対する誤差

の寄与が0（γ）となるのである。従って全体として（2．30）式を用いたときのCimの誤差

は0（γ）である。

　他の係数Dkm等，1気m等についても全く同様な評価が可能である。

　ちなみに［δ1＝0．0003とするとき，ξ／1＝・1／9に対応するθo＝320°ではC肋について

は

　　　　　　　　M・x（k・m）＜・2・・〈。；品32ンピ与一・2・9・・

Hkmについては
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　　　　　　　　　M・x鋤）＜15・＜。三え，2、，k3－・5…

で十分である（主報1）の計算例参照）

　3．係数Ckm等に対する閉じた表現

　前章（2．30）式から

　　　　　　蕊1註鷺篇ご‡晶］｝一（・・…）

ここに

　　　　　　　　ll翠∵ψ籔竺籔晒｝一（・…2）

　先ずCkmおよび17J、mのAを含む項をGmωおよびF肋ωと書くと

　　　　念：1：｝一÷th（一・）…鮮糖考2鰐鵠霧；ダ）……（3・・3）

ここに

　　　　　　＃k－｛齢）。／，。，　1・・一｛2qzn／θo（2m＋1）。／仇鋤一・・・…2…う・…・・（3・・4）

　1）　It≒　mの場合

　部分分数分解

　　　　　　　　　　フ22　　　　　＿　　　　μ瓦2　　　　　　1
　　　　（μ、2一刀2）（Ptm2－n2）（1＋a2n2）一（μm2一μ、，2）（1＋σ2μ、2）μ、、2－n2

　　　　　　　　　　　μ肌2　　　　　　　　1　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1
　　　　　　十　　　　　　　（μ、2一μ仇2）（1＋σ2μ仇2）Ptm2－7z2　（1＋σ2μの（1＋σ2μm2）1／σ2＋n2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．05）

および

　　　　・・・・…（・￥…n・・）一・・…δ干去・・…（・・一・δ）干去・…1（・・＋・δ）……（…6）

を用いる。また一般に次のフーリエ級数展開が成り立つ。

　　　　　　　　謬＝一轟鴫綜θご；㌘）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．07）．
　　　　　　　　主鰐一一th＋謡毒三・）・≦・≦」

　従ってμ＝IUkあるいはμ＝IUmに対して（3．04）の両者について

　　　　　　　　這1麗一一か毒C°S蕊πδ）

　　　　　　　　牛露C°S鵠πδ）一±歩一看C°Sξ綜πδ）
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Σ
＝旦
2
±

゜° COS（θ。＋πδ）

＝十
1 π　COSPt（π一πδ）

t iU2－n2 4μ2 4μ
　ロ

Slnμπ

＋）

　
　
ユ

・．

Σ
e

cosフzπδ（1　F　cos刀θ。） πCOSμ（π一πδ）－COSμ（π＋πδ）

　2　　　2
μ　　一刀

π
　　　sinπ＃δ
2μ

一

一

｛↓〆

4μ

δ≡［δ｜

Slnμπ

・・・…
　（3．08）

全く同様に

lc・・ππδ 誓＋sa cosh（π一πδ）／σ
掴1／σ2＋n2

　　1°°cos・z（θ。一πδ）
　
エ

Σ
l
t百

±

　
　
　

s
Σ
u
1
百
1＋

＝十
σ2　＿

4＋4
σ2　＿　πσ
　　　　　　　　　 　

4T4　・

sinhπ／σ

　　πσcosh（π一θ。＋πδ）／σ

　1／σ2＋刀2

COS　n（θ0十πδ）

＝ 十

　　　sinhπ／σ

cosh（π一θ。一πδ）／σ

1／σ2＋n2 sinhπ／σ

＋）

　
　
　

8
Σ
n

cosカπδ（1　F　cos・nθ。）

πσ

2
｛…h

1／σ2＋n2

・（1一δ）字旦。。、h・一θ・＋・δ干旦，。，h・一θ・一・δ

　　　　　σ　　　2　　　　　σ　　　　2　　　　　σ

一 ｝／・・n・加一｛9，

・・・…
　（3．09）

次に

…耐（・干・…θ・）一・…ψ・＃∋・…2（・・＋ψ・＃）弓㎝・（e・ず）

一…i・g・・”　・S…n（θ。一φ♂）干丁・…（e・－91・’）

ここで前記によって，

　　　　　　　　　9・・＃－1・・一ξ一f・・一

　　　　　　　　　・一・gl・・＃・＝＝（　　　2ξ1－　　　　1）

π（1＋δ）＝

苧・一（・一苧＞s・一

一
（・一警〉Ω≧・・9・・＃≦・

ψ。＃＝2π一ψ。＃ ・・・…
　（3．10）

・・・…
　（3．11）

また

0＜1θo一ψo＃1＜2π， 0＜1θo－i50＃1〈2π

から

…譜翌・　di＋、μ
・・…（θo一ψ。＃）＝＋

π　COS・y（π一ψ。＃）
　　　　　　　　　十
smμπ　　　　　　4μ　　　　　Slnμπ

　　π　　COS　Lt（π一1θO　r　iPO＃1）

πC・Sμ（π一函。＃）

1　°°

　
エ

Σ
＝二2l＋

　
　
エ

EΣ
・上
2
l＋

　　　　2　　　2
　　　μ一71

COS・・2（θ。一ψ。＃）

＝十

　1
　　　干
4μ2　　　　　4μ

1
十

－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　Slnμπ

π　　COSμ（π一1θ，－iPO＃D

μ2一π2 4μ2 4μ
　コ

smμπ

＋）
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　　　　　ξ1c°s〃ψ繧・c°snθ゜）一（W，・…ψ・＃＋W・・…φ・・）／・・一｛l／、，，・…・・（3・・12）

ここに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1戚：三：：1｝　……（3・・13）

すなわち

　　　　　　　　　・・≧ψ・＃1・従・て∋；・た・・≧ψ・・に従・・C　1・V・一｛；

となる。また

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
、

　　　　　　　　謡袈一一与＋芸C°S鵠ご）／a

　　　　　　　　9£…（θ・一φ・＃）＿±」与旦…h（・－1θ・一∂。＃D／・

　　　　　　　　　　担　　1／σ2＋n2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sinhπ／σ

　　　　　　　　i　。＃、　£°；編゜つ一÷子c°sh（WW，　lh°、L／。・b・＃D／・

＋）

結局

　
　
エ

・．Σ
k
’

cos　ng「。＃（1　F　cos・nθ。）

一 i「

　　　1／σ2＋n2

　　　　，。、h・一ψ・≒上、。，h・－1θ・一φ・＃1

＿πσ　・．・一一　 　σ　　’2vv－－i　　　 σ

　　　　　　　　sinhπ／σ

μ・（τV，・Si・μ・ψ・＃＋W2・inμ、φ。＃一・inμ、πδ）

　　　　　　　　　　　　　　1十σ2μ．2

4旦，。，h・－1θ・一ψ・＃1

　　　　　　　　　　　　　　－｛。g　2　　　　　　σ

・・・… 　（3．14）

　　　　llll：1｝一苦（芋　　　，k2－、，。2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿　　　　）GC

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1＋σ2μの（1＋σ2μ抗2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．15）

ここに

⇒二：1：塁‡：鎧曇㌶遮｜｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…　‥（3．16）

　　　　　　　　　　　　　　…ご。／e，・1・m＝｛2mπ／θo（2m＋1）。／。e　……（3・・7）

ここにCitmとFimに対する複記と複号は同順である。途中たとえばCOS．yk（π一θ0＋πδ）

はμ・　＝2k・／θ・に対しては…μk（・＋・δ）・μ・一（2k＋・）・／θ・｝・対しては一…μ、（。＋。δ）

となり，また鳳πに対する分数表示以外の1／μ2およびσ2の項は全体として消えるので

一．ttm（IVisinptm．sbo＃＋一＿＿｝
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この結果が得られるのである。

　次にBを含む項は，それぞれCkm（B）および套折（B）と書いて

　　　　驚：1：｝－tth（一・）…⊇耐（1；三導；｛裟；蕊竿）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．18）

この無限級数の和は部分分数展開と次の公式3）

　　　　　　　　　記響一一Tsi蕊θ）・＜・＜・・　……（3・・9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（μキ0，1，2．…）

　　　　　　　　　　認鷲一丁霊θ・〈・＜2。　一（…）

を用いてCJ，．肌ωおよび現mωの場合と同様に進めば求められるが，

　　　　　　　　　　9：：i：：｝－7rra（一、（；、）＋￥、み）｛Sll：1：　　一（3・・21）

の関係が成り立っているので，（3．15），（3．16）から容易に求められる。すな2っち

　　　Ckm（B）＿2（－1）k・m
　　　F、m・B・一兀一　L　nyσ

　　　　　　　…Sg・（・）・・…πδ＋竿（IV，・・…ψ・＃－W2・・・…IZ・・）｝　
く

t
－
－
“
”
－
’
s

　

　

　

　

×

　　　　　　　　　1十σ2μiC2

三卿（・）⑳暢δ＋竿輪罐一隅⌒硫）｝1

　　　　　　　　　　　　1十σ2μ．2

Y如c

　　　　　　　

Pk－IUm

ここに

YFC＝

　　　　（1＋σ2μκ2）（1＋σ2μm2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（kk：m）　　　　・・・…　（3．22）

卜螺鰺；芸竃請纂三岡チ媚1｝］

当然

が成り立っている。

　2）　k＝7πキ0の場合

　先ず

　　　　　　　　sinhπ／σ

sg≡sgn（θo一ψo＃），　　　∫9≡sgn（θ，－1万o＃）

畔一；（。、）＋｛ヂ腸）XrC

・・・…
　（3．23）

・・・…
　（3．24）

・・・…
　（3．25）



90

　　　　　　　Fkk（A）

であるが，今度は部分分数展開

　　　　　　　　　　n2

Ckk“）｝一晶ゑ〆（1　F…禦（・…・δ一…ngt　・“）

Ptk．2

（μドァz2）2（1＋σ2刀2）

　　　1
（μk2－n2）2（1＋σ2n2）　1＋σ2μk2（μ、2－n2）2

　　　　　　　1　　　　1　　　　　　1

一・…
　（3．26）

　　　　　×　　1＋σ2μ、2

　　　　　　　　2　　X云c
　　　　　　　　　θ0　1十σ2μk2

今度も関係式（3．21）を用いて

　　　ξ1：1：｝一乎、＋続

　　　　　　　　πδ　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．27）
　　　　　　　　　　（1＋σ2μ、2）2Ptk2－n2　（1＋σ2Pt、、2）21／σ2＋n2

および前出の諸公式と共に公式

　　　　　　ゑ（r￥S°・一一，；・＋、；・（・＋，。（二π）c°s蕊θ）

　　　　　　　　＋、；・（π一θ）撒（π一θ）・・≦・≦・・（・キ島・・2・…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．28）

を用いる。前と同様な変換によって

　　　ξ1：1：｝－t、＋読

　　　　　　（　　　πδ1一　　　　θo）・・…，・・δ一IV，（・一誓）・・…ψ工（・一誓）・…厄・・－

　　　　　　　　　1一σ2μk2　11ア1　sinμ瓦ψo＃十1砺sinμ£ψ♂－sinμ先πδ
　　　　　　　十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pkθo

×

・・・…
　（3．29）

（・τ）・m・・π・

＋竿｛吋・一寄）…侮ψ工（1＿φ・＃　　　　θo）…嗣

、・g・（・）・・…πδ＋ξ テξ（恥・…ψ・・一鵬・・…函・・）－YF・

十一　θo Ptk－（1＋σ2μの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・令◆…　（3．30）

　3）　kニm：＝0の場合

　qたについてはk＝0の場合，すなわちCooは特別に扱わなくてはならない。

　　　　　　　C・・ω一÷☆妄1－c°s刀θ袈i鵠〒c°s　”di・＃）……（3…）

については部分分数展開

　　　　　　　　　　　　　n・（、』。・n・）一÷一．・＋！、／。…　　　一（3・・32）

およびフーリエ級数
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　　　　　　　　　　　追、L＝：s7・1Le　一θ（2三一θ）・≦・≦・・　　　……’（…33）

を用いて，前と同様の変換から

　　　　　　C・・（A’－t音｛・・一・δ一砺一ψ・＃）一脇一φ・”）－xc｝……（3・・34）

再び関係式（3．21）によって

　　　　・　　C・・1・・一乎☆（・g・（・）＋（W1一陶ξテξ一Y・）……（3・・35）

　Fooについてはμo≒0，だから特別な表現は必要なく，（3．29），（3．30）を用いれぽよい。

　次にDkmであるが，先ず

　　　　　　D・・‘A’）≡ヨ。丁（一・）…蕊当；1器警続鞠……（3・・36）

　　　　　　　　　　　　　μk＝2んπ／θo，　　IUm＝（2m十1）π／θo　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．37）

部分分数展開

　　　　　　　　　n2　　　　　　＿　　　　μκ2　　　　　　1
　　　（μ1，2－n2）（μ．2－n2）（1＋σ2n2）　（μ励2一μ、2）（1＋σ2μ、2）μk2－n2

　　　　　＋（　　　　　　μ仇2μ、2一μ竺2）（1ヰσ2μm2），m・≒、・一（、＋。・，、・）1、＋。・，。・）、／。吉。・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．38）

また等式

　　　　　　　・…1θ・C・…δ一丁・…（・・＋・δ）＋丁・・n・（・・一・δ）

　　　　　　　…n・・C…ψ・＃－S・・…（・・＋ψ・＃）＋丁・…（・・一ψ・＃）

　　　　　　　　　　　　　一与・・n・1・・一φ・＃1＋丁・g…nl・・一ψ・＃1

　　　　　　　　　　　　∫9≡sgn（θo一ψo），　　sg≡sgn（θo－≡万O＃）

およびフーリエ展開

　　　　　　　　　　諺響一一そsin蕊θ）・く・＜・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（πキ0，1，2，…）

を用いる。前記と同様な変換によって

　　　　　　　　　　　　喜1S’n欝力πδ一￥g・・・…

複号は上がμ＝侮，下がμ＝μ2．＋、に対応する。また

　　　　　　　ξ1Sin7欝ψ゜t・・　・S（TV，・…ψ・＃・＋・IV，・・…1・・＃）

複号は上記の通り。

　次にフーリエ展開3）

　　　　　　　　　　ゑ漂一号si蒜θ）・・＜・＜・・

・・・…
　（3．39）

・・・…　（3．40）

・・・… 　（3．41）

・・・…　（3．42）

・・・…　（3．43）

・・・…
　（3．44）

…
　一一・（3．45）
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を用いて

　　　　　．￥，EinUle°（C辮言゜S　nip・＃）

　　　　　　　一÷｛S・i・hπ一θ：＋πδ＋S…hπ一θ：一πδ一丁・・・…hπ一1θFψ゜土丁㌶・…hπ一［禦｜｝／…h　・・／a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．46）

　次に

　　　　　　D・・…（A・2’≡一｝Qts。（一・）瓦＋・。孝172s’n鶴㌶竺；・；ψ・＃）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（3．47）

は部分分数展開

　　　　　　　　　　（，、・－n・）1，。・一。・）一，。・三，、・（，iC・≒・一，≠。・）……（・・48）

を利用すれぽ上の諸結果から容易に書下すことが出来る。結局

　Dん冊（A）＝D仇㈹十D伽（A2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　2

＿（－1）iC＋m　2

　　　L　　　θo

v　σμk
1十σ2PtiC2

＋（　　　　σμ仇2

　　1十σ2tt仇2

γ；）（・・Wδ一W，…

」
多）（・・…。πδ一Wi…

σ

ttκ2－＃．2

（1＋σ2μk2）（1＋σ2Pt，、2）

・・・… 　（3．49）

ここに

σ＝

σ

Tl；蕊1㌶；：、。一【・ご1｝

　次に

　　　　D脇「B弓ヨ。（一・）k’＋m＋1ξ、

についても全く同様な変換を適用して

　　　　D・m（B’－IZ「（一・）k＋m＋1　X

sinhπ／σ

n・S…θ・（…n・・＋ξテξ・…ψ・・）

・ ．・・…　（3．50）

（Pk2　n2）（St．2－n2）（1＋σ2n2）

ピ｛sin　St・・Tδ＋ξテξ（Wl・’・竺バー’v［1・　si・…9S・＃）｝1

・・・… 　（3．51）

1十σ2μ左

L

　　1十σ2μm2 ・・・… 　（3．52）

v
iUk2一μm2

（1＋σ2μ、2）（1＋σ2μ仇2）
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ここに

σ

　　　　v＝＝
　　　　　　　　　　　　　　　　sinhπ／σ

ちなみに今度は

　　　　　　　　　D・・m（Aエ）＝・一÷（・／・（・・）一ξ三ξ・／・ゆ・・B・　……（3・・54）

が成り立らている。

　4．　係数Hkm等に対する閉じた表現

　1）　丸≒μ冊の場合

　　　　　　21：｝・・対して｛μk＝　2kπ／θo，μ、、＝（2k＋1）蕊2禁（，m＋、）。／。。｝……（4…）．

と置いてCkmおよび孔仇の場合と全く平行に進むとき

　　　　　　　　　　　　　　μ、（慨Sinμ、ψ・＃＋鵬Sinμ、ψ。零一Sinμ、πδ）

†…hπ一≒＋πδ一丁…hπ一θ：一πδ

＋ξテξ（S…hπ・＝・1θ1＝2e　¢・＃LT…hπ一￥・＃1

）｝．．．．．．（，．53）

驚：1：｝一：（一；蹴昔 一み⑭
≦禁←⑭｝

ここに

次に

鷲｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μk－IUm

　　　　　　　　　　　　　　XFC
　　　　　　　　　　　（1＋σ2μの（1＋σ2P．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（k，m＝0，1，2，…　）

鴫｛1＋sgn（e・一¢・“）｝・喝｛1＋sg”（°・－il・＃）｝1

：1霊1㍗竺；1φ≡1麺ぽ）｝1

－一
乎（－1）k＋・青

……
（4．02）

・・・…　（4．03）

摩（δ）　c°s　…z°”＋≒ξ慧・〆一鵬酬　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｜

・

1　一・［m2（sgn（・）一δ＋ξ藁梁賦一⌒）｝｜

YFC

　コ　　　　ち
μ充一Ftm

（1＋σ2μの（1＋σ2P．2）

（ん，ク72＝0，1，2，…　）　　　・・・…　（4．04）
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　2）　Pk＝Ptm，丸＋jEim＞0の場合

　すなわち，それぞれ

　　　　　　　｛1：≧㌻鷲㌘∵」一鯛

の場合である。基mおよびKiCmの定義式（1．02）において無造作に悟＝戸仇と置くと

　　　　　　　　　　　　　　｛瓦．m＝一（－1）k＋MCkk尾m＝（－1）k“m．Fkk｝　　　……（4・・6）

となるが，正しくは（4．02），（4．04）の不定形0／0の表現において

　　　　　　　e・一ぽ認＿、）・・一｛2mπ／（克十m）（2m十1）π／（k十m十1）｝……（4・・7）

に対する極限を求めなくてはならない。それには微分学の定理によって分子をθ。をで微

分したものを分母をθoで微分したもので除すればよい。このとき

　　　　　　　　　　　　dμκ／dθo＝＿μk／θo，　　d戸m／dθ，＝戸π／θo　　　　　　　　　　　・・・…　（4．08）

に注意する。

　結局

　　　熟：ご二㍑｝一￥t（－2肋、＋in

　　　　　　　（㌃顧影γ1）（¢・＃・・・…ip・＃＋｛享：1舞；；si峡）

　　　　　　・＋（象硲躯）（il・＃・…硫＋｝享：；露sin磨）

　　　　　　　　　一・δ・・…k・δ一1護sin澄πδ一、麟

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（4．09）

　　　ξ鵡：：11：｝一弓（一；；蹴、＋in

　　　　　　　　飢＋卸）（、＋ξ，、・c・…ψ・“一・・ψ・㌔・・酬）

　　　　　　・一（知＋㌃・り（、＋it…碗一…il・＃…⇒

　　　　　　　　　＋・g・（・）（、毒・・…k・δ一…δ・…k・δ）一、三監・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（4．10）

ここでも

　　　　欝：㍑｝一・・a（一、（1、）＋ξテξ∂＆）｛蕊：㍑一（…）
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　3）　μκ＝μπ，伜＋lt．＝＝0の場合　　　　　　　　　　1　　∵こ．

　このときに定義式（2．01），（2．02）から

　　　　　　　　　　　　璃oω＝Coo（A），　Hoo（B）＝－Coo（∂）　・　一．’

すなわち

　　　　　rt・・（A）一一t苦｛・・一・δ一τY，（・・一ψ・＃）一τV・（・・一φ・・）TX・｝

　　　　　fi・・IB・一一乎昔｛・g・（・）＋（Wi－W・）e“－Y・｝

　次にIkmについては

　　　　　　　　　　　　　　＃n＝＝2kπ／θo，　　lim＝＝（2m十1）π／θo

としてDmの場合と全く平行に，先ず

　1）　侮≒戸mの場合

　　　編ω＝t（－1）廠音

　　　　　。｛i蕪竃：蕊き1鷺：）｝

……
（4．12）

・・・…
　（4，13）

…
　r・・（4．14）

・・・… 　（4，15）

σ

　　　　　　　
Yκ一Ftm

　　（1＋σ2μ、2）（1＋・2戸仇2）

πγ　　　　　　　2

・・・…
　（4，16）

偏（B’＝τ（－1）脚＋1
百

v
　　　　　　　
Yκ一μ仇

（1＋σ2μ、2）（1＋σ2ρπ2）

…　◆守・（4．17）

　2）　Pk＝jEimの場合

　このとき

　　　　　　　　θo→2克π／（k十m十1／2），　　Oo→（2nz十1）π／（k十m十1／2）

に対する（4．16），（4．17）の極限を求める。

　Hkmの場合と平行に進んで
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ヱ1・・1・・（Ptl－P・）一（一 薯÷m　s。

弐：襟；1鶏㌫；㌫㌫il。＃）｝

×

　　　　　　　2σ
（1＋σ2μの2

五…（μ北→IUm）一（一！・）1£1［Zl！lk＋＋’ず、＋》〆

　　　皇欝霞筆隠㌫：㌔｝｝

× ∋鷲鷲惣蕊㌘蕊1蕊）

　2V
1十σ2μκ2

今度も・

　　　　　　　　　五・ω一舌（一・／・（・・）＋ξ三ξ・／・・bo＃）lkm’i

が成り立つ。

　残りは」『K’mであるが，これはlkmの表現から置換

　　　　　　　　　　　　　」・・Pt（・・）一一晋塩（・・＝θ・）

によって得られる。

　更にCkM等およびHkm等はCkm等および1硫m等の表現においてθ，tO，の置換を行

えぽよい。

　5．係数Ckm”等およびHkmM等に対する閉じた表現

　弓作用のコンプライアンスと減衰の効果は弦の横振動に対する本来の係数Ckm等およ

びHkm等にこれ等の効：果に対する附加的な係数σ3Ckm”等およびσ3Hkm”等を加えるこ

とによって評価される。ここにσ3は弦の弾性の弓の弾性に対する比で

　　　　　　　　　　炉毒一毒≒｛鵠÷一・・7・・643　・一（5…）

（T：弦の張力＝4．　99　kgf，　AE：弓の有効縦弾性力＝315　kgf，　z＝ξ／t＝1／9，　xo＝弓の擦弦

点の位置を示す比＝0．・4，L：弓の長さ＝60　cm，1：弦の長さ＝32．5cm。数値はA線に対



　　　　　Fkm〃　　　θo　　　　　　　　　　　　　　　　sinhπ／q

　2）　Pl；＝μm，侮＋μπ＞0の場合

　　　　　　　　n4　　　　　＿　　μiC4　　　　　1

　　　　（μk2－n2）2（1十q2n2）　　1十92Ptk2（μκ2一刀2）2

　　　　　　　　1／・2　　　1
　　　　　　十　　　　　　　（1十q2Ptk2）21／q2十n2

および（5．06）と

　　　　　　　　　　　　n・1（μん2－7z2）2　4μ大

を用いて

　　　　Ckk”　　．μ、・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　97

する一例である。）で与えられる。

　またCkm”等および疏m”等は（2．01），（2．02）の定義式の．仏cosφnおよび砿sinφ。

の代りに

　　　　　　　　　　　　　q＝2ζ9（ζ：弓作用の減衰比）　　　　　　　　……（5．02）

として

　　　　　　　　　Mn”cosφれ”＝1／（1→－92n2），　　Mn”sinφn”＝qn／（1十q2n2）　　　　・・・…　（5．03）

を代入したものである。

　先ず，

　　　　　　　鴛1ト詰（一・働・主（㎡一誇糠竺；き舎＋q・n2）……（5…）

　　　　　　　　　　・・＝＝｛2kπ／θ。（2k＋1）。／，。・・m－｛㌘）x／，。

　1）　悟キμ仇の場合

　　　　　　　　　n4　　　　　　　　＿　　　　　　μん4　　　　　　　　1

　　　（μk2一刀2）（μ仇2－n2）（1＋q2n2）　（μれ2一μの（1＋・2μk2）μ、2－・z2

　　　　　＋（　　　　μ仇4＃k2一μm2）（1十92μπじ2），。・と。・＋（、＋誌ぎ耀）、／，吉。・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（5，05）

および

を用いて（定数項の和は消える，（5．05）式でn＝0とする）

　　　　Ckmm｝－Z（＿1）k・÷ms2…h・／卑9・h！（・一θ・）／・）（、曜）モ、耀）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（5，07）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿μ、2（2＋q2Ptk2）　1

Fkk”

（1＋q2μの2

294°s　11°°一換＋｛9，／，k4

　　　　　　

Pk－n

　　　　・・・…　（5．08）

・・・… 　（5，09）

｝＝・　・e［轟、・＋t£°shπ／窯｝£一θ・）／L））（、＋；Pコr・］……（5…）
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　　　’　　　（μ・2一μ・2）（1＋q2μ・2）μ。2－n2　（1＋42μの（1＋σ2μ、2）1／q・＋・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（5．14）

　　　　　　　；：欝：1：1：継：∴：1：：：：1一竈、5）

　　　　　．ゑ＝一酬舗／・）　。〈。。＜2rL！

を用いf’

　　　　　　　　　　　　　　　　μ髭2十Pt．2十292μ兎2μ肌2　＿sinll（（π一θo）／（7）

　　　　D・ψ音（一・）…・　μ瓦2蒜！）（、＋，露；nhπ／q……（5．・6）

　　　　D・・”－Pm”（k→0）・　　　　　　　　　　∴…・・（5．・7）

次に一

　　　　　　Zll”｝一橘（一・）・・M…。；1（后舞う竺鍋＋q，n2）……（5．・18）

　　　　　　　　　　　・・k一鶴砺・み一｛㌘）。／。。　……（5・・9）

　　　　　　　　　　　　　　cos　71θo＝：cos　n（2π一∂o）＝cos刀θo　　　　　　　　　　　　　・・・…　（5．20）

全く（㍍”，Fkm”と平行に進んで

　　　葛仇”

　3）　IUk＝：letm，　IUk＋Ptm＝　0の場合　　　　　　　　　　　　　　・’　・　，・　　　　1

　　　C・・”≒㌶ゑ罐碧゜一晴c°shπ／・諜｝1π一θ・）／q）一・（5・・i5

次に．

　　　　　　　D・・m”一一☆（一・）k＋仇ρ8、（，、・一。・）蒜i当1（、＋，・n・）……（5・112）・

　　　　　　　　　　　　　μ・＝2k・／θ・・t・t・一（2m＋1）・／θ・　　　　……（5．．13）

　　　　　　　　　　n2　　　　　＿　　　μ、2　　　　幽1
　　　　（μ・2－n2）（μ・2－・2）（1＋92・ザ（μ。2一μ、2）（1＋q2μ、2）μ、2－・・

　　　　　　＋　　‘μ・2　　　1　＿＿　　1　　　　1

　　　　K、mri｝一干昔（一・）働舳扱諜｝枠）／q）（、＋，、，、2）（、＋9、11。2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・…　（5◆21）

今度は侮→みのときも不定形がないのでこの表現のままでよい。

　最後に

　　　‘　五・”一一計（一・）k＋噛（，、・一，、・）（鵠ll（、＋，・n・）……（・22）

　　　　　　　　　　　　　Yk＝2克π／θo，　　戸仇＝（2m十1）π／θo　　　　　　　　　　　　　・・・…　（ら．23）

については　　　　　　　　・　　　．

　　　　　　　’・　　．・i・nθ・一・i・n（2・二θ。）三一・i・・θ。・　　……（5．24）
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　　　　　　嚢1ス糞こ≧）」

　　　　　　薦三、㌶ぷ∴21

を（5．14）と共に用いて

　　　　　　　編一一t（一・）…ρ1芸嶽議；；；；／・

今度も必→みでもこのままの表現でよい。

　残りはみ祝”であるが，これは前のみれの場合と同様に置換え

　　　　　　　　　　　　」・mtl（・・）一一晋W（・・e・・）

にょって得られる。

　　　　　　　　　　　　　　6．結　　　語

与える無限級数の和の導出方法を示したものである。

　文　献
　1）前澤ほか2名，日本機械学会論文集，C編，53巻485号（昭62－1），　p．36．

　2）　高木，解析概論，岩波書店，p．236．

　3）森口ほか，数学公式皿，岩波書店，p．78．

　　　　　　　　　　　　　　　附　　録

　　　　　　　q・一☆（一・働ゑ（，謬驚2等）Mn…仏

・・・…　（5，25）

・・・… 　（5．26）

・・・…　（5．27）

この報文は主報工）についての補遺報であって，主報における無限連立方程式の諸係数を

……
（A．1）

であるので1鴎Exp（一元φ。）（n＝1，2，…，no）の誤差の最大をAとすれば1≦n≦noにおける

対する誤差の寄与A（脇は

lAC・・1≦☆Ω劇

先ずんキ彿のとき

　　劃n3（1－c°s　nθ・）

n3 （1－cos・nθ。）

（　2　2μ充一n）（μ肌2－n2）

≦、｜，≠酬還（1，竺。1

遣11己譜1≦罫μそ．

（μκ2－n2）（Pt．2－n2）
N

……
（A．2）

　　　　　　　　　　　　　　　＋｜，窪。1＋1，告1＋｜，鰺1）（・一…n・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……（A．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　＋1－…n・θ・＋1－…n・θ・＋童　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　μk－n3　　　　n4－Ptk　　　n4＋1　n－＃k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……（A．4）

ここにn3，　n4はπ3≦μ＜η4のような悟を挾むところの相続く正整数である。一般に
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μ≧1のとき

　　　　　　　†＋，き、＋…＋，‡。≦∫㌻2・・／・－1・2μ岩1……（A・・）

また

　　　　　　　　　　　　　　　撫1芸θ゜一・　　　　・…・・（A・・）

が成立するので（A．4）の4個の項はすべて或る定数を超えない。従って（A．3）の和は

或る定数を超えず，従ってまた（A．2）の和は0（γ）である。

　次にk＝mのときは

　　　　　　（　　723μk2－n2）・一与（（，吉）・一（，詣）・）一丁（，≒－Wh）

再び

　　　還111三芦誓゜1≦竃1（P？iiii）・＋1∂芸30・＋1；、竺欝穿・’。£．i°、（。考、）、

一般にμ≧1のとき

　　　　　　ナ＋（，t、）・＋…＋（，辛。）・≦∫：：㌘ゐ／・・≦・／（・一去）

および

　　　　　　　　　　　　　　　1im　1－…nθ・＝．旦
　　　　　　　　　　　　　　　m－．n　（μk－lz）2　　　2

が成り立つので（A．5）と合せて，今度の場合も（A．2）の和は0（γ）に止まる。


