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On　the　Criterion　of　Fatigue

Round　Bar　Subjected　to

Strength　of　a

Combined

Static　and　Repeated　Bending　and　Torsion

by　Yu｛ch　

i．　KAWADA＊

Summary

　Anew　criterion　of　fatigue　strength　under　combined　bending　and　torsion　is　proposed．　The

criterion　is　obtained，　extending　the　internal　friction　criterion　considered　on　the　plane　of　maxi．

mum　shear▲ng　stress，　to　the　case　of　mean　stress　being　applied．　Derived　design　formula　is

simple，　conforms　well　with　experimenta，　1　results　by　Gough，　and　includes　several　cr三teria　already

published　as　its　special　cases．

1．　　Introduction

　　In　order　to　design　machine　parts　sul〕jected　to　combined　stresses　against　fatigue

failure，　a　criterion　should　be　made　clear．　Several　criteria　are　already　published　for

fatigue　strength　of　a　round　bar　subjected　to　combined　static　and　repeated　bending

and　torsion，　but　the　fatigue　strength　Obtained　by　those　criteria　does　not　coincide

strictly　with　the　experimental　results．　In　this　paper，　the　author　publishes　a　new

criterion　which　ls　simple，　includes　many　criteria　already　published　as　its　special

cases，　and　confomls　well　with　experimental　results．

2．　　Survey　of　criteria　already　published

　　Those　criteria　already　published　and　included　in　the　proposed　criterion　as　its

special　cases　are　as　follows．　Denote　principal　stressesσ1，σ2，σ3　and　let　the　order　of

magnitude　isσ1＞σ2＞σ3．　Let／1，　B　and　C　are　material　constants．

　　2－1　Maximum　principal　stress　criterion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ、＝A，　　　　　　　　　　　　　（1）

　　2－2Maximum　shearing　stress　criterion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ一σ3＝．41　　　　　　　　　　　　　（2）

　　2－3　Modified　maximum　principal　strain　criterion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ1－」B1σ3＝／11　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　Tllis　crlterion　corresponds　with　Nishihara・Endo’s　criterion1）for　combined　bending

and　torsion，　and　in　this　case，　intermediate　principal　stressσ2＝0．　B，　is　a　material

constant，　not　the　Poisson’s　ratio　and　the　criterion　was　named　modi丘ed　lnaximum

principal　strain　criterion．
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　　2－4　　1nternal　friction　criterion　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τθ十B2σOiS＝A2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

Thls　criterion　corresponds　with　Nakanishi’s　criterion2）for　uniaxial　stress　states，　and

Findley’s　criterion3）for　plane・stress　states．　In　the　equation，τθis　the　shearing　stress

amplitude　on　a　plane　inclinedθto　the　direction　of　the　principal　stressσi，σθハ∫is　the

maximum　normal　stress　on　the　same　plane　inclinedθ，　and　B2　is　a　material　constant

whicll　corresponds　to　the　coeMcient　of　friction．　Assuming　the　plane　of　fracture　is

that，　the　Ieft　side　of　Eq．（4）becomes　maximum，　the　direction　of　fracture　plane

θis　determined　from　the　next　equation．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（τθ十」B2σθM）／dθ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

Considering　the　completely　reversed　stress　state，τo　andσθM　are　expressed　by　principal

stresses　as　follo、vs．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一丁（σ1－・・）…2θ　　　　　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…－S（σ1＋・・）＋丁（σ1－・・）…2θ　　　　（・）

Putting　Eqs．（6）and（7）in　Eq．（5），θis　determined，　and　putting　thisθin　Eqs．

（4），（6）and（7），　Eq．（3）is　Obtained．　That　is，　internal　friction　criterion　and

modi丘ed　maximum　principal　strain　criterion　are　the　same　one．

　　2－5　1nternal　friction　criterion　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ。／4＋Bσ。／・＝A　　　　　　　　　　　　．（8）

This　criterion　corresponds　with　Matake’s　criterion4）in　the　case　of　completely　reversed

bending　and　torsion．　In　the　equation，τr／4　is　the　shearing　stress　amplitude　on　the

planeθ＝π／4，　that　is，　on　the　maximum　shearing　stress　plane，　andσπ／4　is　the　normal

stress　amplitude　on　the　same　plane・　Then，　Eq．（8）is　expressed　as　Eq．（9）．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛（σ1一σ3）／2｝十｛B（σ1十σ3）／2｝＝ノ1　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

Transforming　Eq．（9），　Eq．（3）is　d〕tained，　and　Matake’s　criterion　is　also　the

same　with　the　modi丘ed　maximum　principal　strain　criterion．’

　　2－6　Gough，s　empirical　formula5）

Gough　pul〕lished　empirical　formulas　for　completely　reversed　combined　bending　and

　　　　　サ

tOrslon．

　　For　cast　iron　and　notched　steel　bars，

　　　　　　　　　　　　　　　（≡：）2＋（蒜）2（三：一・）＋flis（・一三：）一・　　　（1・）

For　plain　steel　bars，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iii）2＋（1：）2－・　　　　　（1・）

In　these　formulas，τa　andσa　are　torsional　and　1）ending　stress　amplitude　respectively，

σ妨the　rotating　bending　fatigue　limit，　andτw　the　completely　reversed　torsional

fatigue　limit．　Gough　expressed　in　his　paper　that，　Eq．（10）is　derived　from　either

Eq．（3）or　Eq．（4）．　Matake　expressed　in　the　Appendix’of　his　paper　that，　Eq．

（10）is　derived　from　Eq．　（8）．　Puttingσ，。ヵ／τ，v＝2　in　Eq．（10），　Eq．（11）is　derived．
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　　Though　6　criteria　are　mentioned，　sections　2－3　to　2－6　are　cleared　to　be　the　same

criteria　for　completely　reversed　combined　bending　and　torsion．　Putting　B，＝O　in　Eq．

（3），Eq．（1）is　obtained，　and　putting　B，＝1　in　E〈1．（3），　Eq．（2）is　obtained，

and　sections　2－1　and　2－2　are　also　included　in　sectlons　2－3　to　2－6．

　　Material　constants　A，　and　B，　are　determined　as　follows．　Applying　Eq．（3）for

completely　reversed　bending，　and　puttingσ1＝σ，vb，σ3＝0，　in　Eq．（3），　next　relatlon

is　obtained．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A，＝σtvb　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

Applying　Eq．（3）for　completely　reversed　torsion，　and　puttingσ1＝一σ3＝τ，v　in　Eq．

（3），we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B，＝（awb／τtO）－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

According　to　Eq．（13），　relation　a，vb／τ，。＝1　is　6btained　for　B，＝0，　andσ、vb／tω＝2　for

B，　＝＝1．

3．　Anew　criterion　of　fatigue　strength　under　combined　static　and　repeated　bending

　　　　amd　torsion

　　Matake’s　internal　friction　criterion　of　seetion　2－5　was　extended　to　the　criterion　of

fatigue　strength　with　mean　stresses．　Matake’s　criterion　was　that，　fatigue　failure

occurs　when　Inaximum　shearillg　stress　amplitude　attains　a　material　constant・4，　but

the　material　constant　A　is　diminished　if　normal　stress　amplitude　is　applied　on　tlle

same　plane．　If　mean　stresses　are　applied，　the　material　constant／4　is　considered　to

diminish　moreover　in　proportion　to　t1〕e　pormal　mean　stress　on　the　plane　on　which

Inaximum　shearing　stress　by．　mean　stresses　is　applied．　Then　the　new　cr三terion　is

expressed　as　follows，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ。／4．＝A－Bσ。／4一αア。／4・”1　　　　　　　　　　（14）

wh・・e，・r／・4・nd・・／・a・e　the　shea・i・g・t・ess　amplit・de　and　the　n・・m・1・t・ess　ampli－

tude　on　the　plane　of　maximum　shearing　stress　respectively，　andσ。／4・m　is　the　normal

mean　stress　on　the　plane　of　Inaximum　shearing　stress　l〕y　mean　stresses．　Eq．（14）

is　ekpressed　l〕y　principal　stresses　as　Eq．（15）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　丁（σ1－・・）－A－B†（σ1＋・・）－C去（・⌒・）　　　（・5）

where，σ1　andσ3　are　the　principal　stress　amplitudes，σ仇1　andσm3　are　the　mean　principal

stresses，　and／1，　B　and　C　are　material　constants．　Eq．（15）is　transformed　for　the

case　of　bending　and　torsion．　　Denoting　bending　stress　amplitude　byσα，　bending

mean　stress　byσ抗，　torsional　stress　amplitude　l）yτ。，　torsional　mean　stress　byτm，

　　　　　　　　　　　σ1一丁・・＋S，・・2＋…2…　一丁・・－S，・・2＋…2

　　　　　　　　　　・。1一丁・・申・・2＋…2・…一丁・・一丁ノ・・2＋…2

Putting　Eq．（16）in　Eq．（15），　Eq．（17）is　Obtained．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tv…＋・…＋＃・・一号・・

Constants　／4，　B　and　C　are　determined　applying　known　strength　values．

（16）

　　（17）

Applying
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Eq．（17）for　completely　reversed　torsion　and　puttingσα＝σm＝0，τα＝τ，。，　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝τw　　　　　　　　　　　　　　　（18）

Applying　Eq．（17）for　completely　reversed　bending，　and　puttingτα＝σm＝0，σ、・＝σ鋤

in　Eq．（17），　we　get，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B＝2・・＿1　　　　　　　　　（19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σtひb

Applying　Eq．（17）for　pulsating　bending，　denoting　pulsating　bending　fatigue　limit

＝σ。p，　and　puttingτα＝0，σσ＝σ仇＝σ《、ρ／2，σup／（2σivb）＝ん1　in　Eo．（17），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C－ll：1云ん1　　　　　　（・・）

Putting　Eqs．（18）～（20）in　Eq．（17），　we　get，

　　　　　　　（＿‘a’Lw）2（妾）＋（蒜）2｛（σ…夢）－1｝＋（£i

　　　　　　　where，

　　　　　　　P－・－1云k’・・1，　・1－Si：i，〃ll一蒜

　　If　mean　stresses　are　not　applied，　then　Ml＝＝0，

coincides　with　Gough’s　Eq．（10）．　Then

maximum　principal　strain　criterion，

formula　for　the　case　with　mean　stresses．

ーA 2－（σwb／τ，。）

f’

1
　
liー

（21）

　　　　　　　　　　　　　p＝1，and　in　this　case，　Eq．（21）

　　　Eq．（21）is　an　extended　criterion　of　modi丘ed

internal　friction　criterion　and　Gough’s　empirical

4．　Co皿parison　of　the　new　eriterion　with　experimental　results

　　Comparison　of　Eq．（21）by　author’s　criterion　with　the　Gough’s　experimental

results　carried　out　on　Ni－Cr－Mo－Va　steel　under　combined　static　and　repeated　bending

and　torsion　is　made　in　Fig．1and　Fig．2．　In　Fig．1，　a　mean　stress　is　applied　for

bending，　but　in　Fig．2，　mean　stresses　are　applied　for　both　bending　and　torsion．　The

value　k，＝σup／（2σwb）＝0．91　is　dbtained　l）y　the　Gough’s　experiment．　In　both　Figs．，

the　ratio　of　torsional　stress　amplitude　and　yotating　l〕ending　fatigue　limit　is　taken　in

ordinate，　　and　the　ratio　of　bending　stress　arnplitude　and　rotating　bending　fatigue

limit　is　taken　in　abscissa．　In　these　Figs．，　Eq．（21）　is　shown　l）y　full　lines，　and

these　full　lines　pass　through　the　Iniddle　of　the　experimental　points．
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Fig．4　Fatigue　strength　under　combined　bending　and　torsion

　　　　　　without　mean　stresses（2）

　　In　Figs．3and　4，　Gough’s　experimental　results　on　O．1％carbon　steel　and　on　O．4

％carbon　steel　under　completely　reverSed　bending　and　torsion　were　compared　with

author’s　criterion　expressed　with　full　line．　Author’s　equation　in　this　case　coincides

with　Gough’s　empirical　formula（10）．　Eq．（10）coincides　well　with　experimental

reSULIts．

5．　Consideration

On　the　criteria　of　combined　bending　and　torsion　with　mean　stresses，　we　can
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mention　Findley’s　criterion，　Sines’s　criterion　and　Kakuno’Kawada’s　criterion．　The

difference　between　these　three　criteria　and　present　author’s　criterion　will　be　discussed

here．

　　5－11n　Findley’s　criterion　expressed　by　Eq．（4），　the　effect　of　the　normal　stress　on

the　strength　is　considered　to　increase　in　proportion　to　the　maximum　normal　stress

σeπwhich　is　the　sum　of　mean　stress　and　stress　amplitude，　but　in　author’s　criterion，

expressed　by　Eq．（15），　the　effect　of　mean　stress　and　stress　amplitude　is　considered

not　the　same．　As　the　result，　Eq．（21）which　is　easy　to　use　for　designers　is　derived

from　author’s　criterion，　although　more　complicated　equation　is　derived　from　Findley’s

crlterlOn．

　　5－2　Sines’s　criter三〇n6）is　expressed　by　the　next　equation．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ・・t＝A－Ch。・・覗　　　　　　　　　　　　（22）

w1〕ereτ。et＝octahedral　shearing　stress　amplitude，σoct．m＝octahedral　normal　mean

stress，　A　and　C　are　material　constants．　Because　Sines’s　criterion　is　octahedral

shearing　stress　criterion　if　mean　stresses　are　、　not　apPlied，　and　then　the　ratio　of

torsional　fatigue　limit　and　bending　fatigue　limit　should　be　O．577．　The　experimental

results　of　thls　ratioτ，。／σwb　are　known　to　scatter　around　the　value　O．577　and　author’s

criterion　conforms　better　with　experimental　results　than　Sines’s　cr三terion．

　　5－3Kakuno　and　Kawada’s　criterion7）is　such　a　modified　Sines’s　criter三〇n　as　it

conforms　better　with　experimental　results．　Fatigue　failure　is　considered　to　occur

when・・t・hed・al・hea・i・g・t・ess　amplit・deτ．。　att・i・・am・t・・i・1・・n・t。。t　A，　b。t

the　material　constant　A　is　diminished　in　proportion　to　the　octahedral　normal　stress

amplitudeσ。，t，　and　if　mean　stresses　are　applied，　the　material　constant．4　is　more．

over　diminished　in　proportion　to　the　octahedral　normal　mean　stressσ。，t．糀．　Then

the　criterion　is　written　as　f・llows，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・e・＝A－B・…一（］a。，・．m　　　　　　　　　（23）

where，　B　and　C＝material　constants．

　　Expressing　Eq．（23）witll　pr三ncipal　stresses，　and　moreover　expressing　the　equation

for　the　case　of　coml）ined　l）ending　and　torsion，　we　get　Eq．（24）which　resembles　to

Eq．（21）．

（τα’CIv）・（弄）＋（：ll）・｛

where

k－（÷ ）－1｝＋（：1、）｛2一 ン告（σwb’　‘tV）

カA 1）

　　　　　　　　　　P－・－1云8U－7711・k1－6：r．・・1一藷

When　mean　stresses　are　not　applied，77zl＝O　and　f）＝1，　and　Eq．

（25）．

　　　　　　　　　　（’La’もtO）2＋（蒜）2｛詩：）一・｝＋（藷）｛・－k（

Eq．（24）and　Eq．　（25）are　also　used　easily　by　designers．

Kawada’s．criterion　with　Gough’s　exper三mental　results，　Eq．

1
二

｜
～

（24）

（24）becOmes　Eq．

㌃・）｝＝＝・　（25）

To　compare　KakunO・

　（24）　is　expressed　by
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dotted　lines　in　Figs．1and　2，　and　Eq．（25）　by　dotted　lines　in　Figs．3　and　4．

From　these　figures，　next　conclusions　are　derived．（1）The　difference　between

author’s　criterion　and　Kakuno・Kawada’s　criterion　is　small　in　comparison　with　the

scatter　of　experimental　points．　（2）Both　author’s　criterion　and　Kakuno－Kawada’s

criterion　are　in　accordance　with　experimental　results　in　the　same　degree．（3）Though

intermediate　principal　stressσ2　is　not　included　in　autllor’s　criterion，　as　is　shown　in

Eq．（15），　all　three　principal　stresses　are　included　in　Kakuno・Kawada’s　criterion　as

is　shown　in　Eq．（23）．　Therefore，　Kakuno－Kawada’s　criterion　is　considered　better

when　triaxial　stresses　are　applied．　However，　in　the　case　of　combined　bending　and

torsion，　intermediate　principal　stressσ2＝0，　and　then　both　cr三teria　are　equivalent．

（4）Author’s　criterion　is　significant，　because　it　includes　se、・eral　criteria　stated　in

sections　2－1～2－6，　as　its　special　cases．　　（5）　Author’s　criterion　is　collsidered　to

coexist　witll　Kakuno・Kawada’s　criterion　in　the　present　state．

．

6 Conclusion

　　Anew　criterion　of　fatigue　strength　of　a　round　bar　sub　iected　to　combined　static

and　repeated　bending　and　torsiOn　is　proposed．　The　cr三terion　is　that，　internal　frict亘on

criterion　cons三dered　on　the　plane　of　maximum　shearing　stress　is　extended　to　the

case　with　mean　stresses．　The　criterion　coincides　well　with　Gough’s　experimental

results．　Obtalned　design　formula　is　simple，　and　the　cr三terion　includes　several

criteria　already　published　as　its　special　cases　in　the　case　of　combined　bending　and

　　　　　ロ

tors10n．

　　Author’s　criterion　is　considered　to　coexist　with　Kakuno・Kawada’s　criterion　which

is　internal　friction　criterion　considered　on　the　octahedral　plane　and　extended　to　the

CaSe　With　mean　StreSSeS．
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