Une demonstration precise sur
I'equation du chemin herizontal

par Joyo KANITANI

Résumé
En fait de 'équation du chemin horizontal au dessus d’'un chemin régulier sur une variété
différentiable admettantl les homéomorphismes locaux & I'espace projectif S a dimention inffini,
on I'a déduit, dans un article précédcn.t ([7]. p- 13), comme une condition suffisante. I'objet
principal de cet article est de vérifier qu’celle est la condition nécéssaire ct suffisante. Ensuite, nous

donnons quelques remarques sur l'intégration de cette équation.

1. Coordonnées normales

Nous commensons par résumer des résultas déji obtenus avec quelquessuppléments.
Soient ((4;)(i€I)) une base de §. Nous pouvons toujours supposer qu'elle a un bon
ordre et que l'ensemble d’indices I lui est équipotent. L’¢lément le plus petit de I
se note t. Pour chaque point P de S il existe un et un scul sous—ensemble fini (A,
Ay, ooy Ag, (103 -<in)) qui détermine 'espace projectif S(P)=dA:;\/4s:\/4i, de
la moindre dimension contenant ce point P ([1], p. 2).

En associant & la base ((4:) ({€I)) une famille des points d’unité on forme un
reptre U de sommets 4;, Se rapportant i ce repére un point P de § admet un et
un seul systtme des coordonnées normales ((x%) (f€I)) caraccérisées par 1° xi=(sauf
pour un nombre fini d'indices i soit £y, 4y, +¢, in (fp<8y-+<dn), 2° F4|x%|=1, 3° %10,

Etant donné un point a=((e¢") ({€l)) et un nombre positif A<mini. (|a’|#(0) on
appelle cube projectif de centre a et de largeur A l'ensemble G (a,A) des points x
tels que |xi—ai[<{A ({€I). On donne a § la topologie dont une base est ’ensemble

des cubes projetifs.

2. Groupe des transformations projectives normales

Envisageons une transformation projective réguliére T -de I'espace S a lui méme.
Nous pouvons supposer qu’elle est attachée a2 un changement de repére ¥ ((4:) (ie
D)W ((4') (Gel)) de sorte qu'elle s'exprime par ([2], p. 4; [4], p. 11)

px'i= T psix! (p£0)
ou les p;i(i,jl) sont les coordonnéés du sommet A;/=T4; de UA' par rapport au
repére 2, Si on prend comme p;¢ les coordonnées normales, il vient pour chaque

i 1° $;7=0 sauf pour un nombre fini d’indices i€l soit io(p, ), &4, D), (P, 1)
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(1ol <+ <d), 2° Zilpsfl=1, 3° pyomP2>0.

La transformation projective T est dite alors normale. On peut prendle pid,jel,
i#io(h, 1) comme coordonnées de cette transformation T. )

Soient ensuite (g:/(1,jE1)) les coordonnées normales du sommet 4; de par rapport

au repere W', L'inverse 77! de la transformation projective normale T s'éxprime par
xi=F g dx'" (=#0).
i .

On démontre que la transformation 7! ainsi obtenue est aussi normale et qu’il en
est de méme pour la composée

exli= 3 pipaisn (s0)
des transformations projectives normales T et T’ :

(2.1) 31 1q+f|=1 pour chque i; X |3 p/ipnt[=1 pour chaque m.
7 . T 01 v

Nous voyons ainsi que I’ensemble & des transformations normales forme un groupe.
On induit sur & la topologie du produit S’ en faisant correspondre au graphe
fonctionnel F tel que F(i)CS (i€l) la transformation projective normale T dont lés
coefficients p;* sont les coordonnées normales du point p;=4,=T4; pour chaque‘ 7.
([8] chap. 1, p. 61). La-groupe @& devient alors un groupe topologique;
Soient U(p, jo, €) 'ensemble des transformations projectives normales, T(g“sf) telles

que
Li(=T (& 450 E6 (1o, ©).

La topologie de ® est engendrée par la fammille de tels ensmbles, I'inersection de
tels ensembles de nombre fini '
N Uemes=Uminey N RUpipe |
qui se nomme le voisinage élémentaire de p devenant un élément d’une base de cette
fépologie. On a pour &;EC . ’ .
£;,€C(p5,e) (5=1,-,0), {,ES
ol d’aprés la convention faite sur le largeur d'un cube projectif,
0<e<mini, (|p;#0 (s=1,--,b; i&l),
Dailleurs, {;, étant de méme signe que p;* pourvu que p; %0, nous pouvons
prendre ;7 (8,750, i#i(P, j,)j comme coordonnées locales de T (4] p-2).
On deéigne parﬁ(p, ¢) I'ensemble des transformations projectives normales ¢ telles que
£;,EC(ps, ) (5=0,,0), &y=p; (GEjr, -+, fo))- _
Solt T(ys%) une transformation projective normale appartenant & un voisinage

Uigsgpey de gE®. Envisageons la translation a gauche associée & un élément y de §:

L{y)y=yy. Posons p=yg. On a ([4] p- 5)
]Z Y ')’Jo L Pt [<25‘7



c'est-A-dire,

2.2) L(y)U@,j; oCUmine

(o< sgpmin. (e, |gm #o) esrniniilmoﬂ#o), |
(g Jo) ot

otlt ¢(g,,) est le nombre des indices i tels que g,'+0.

Considérons maintenant une fonction réelle definie dans @, Soit f~1a restriction de
fsur i, (p=@). - Pour une transslation {=T(Z#)E,, on peut prendre comme
coordonnées locales les &, (L=s, -, b; (i#iy(p,],)) car, dans 1, les LiGEL E,
.-, 75}) sont les constants p;, Il existe donc une fonction f*({;) définie dans Tlp
satisfaisant 3 l'égalité: - . =~ ’ S

(= f*(C:;(C))

Lorsque cette fonction est dlﬁerentlable par rapport a {,‘,,' Ia fonctlon f(&) est dite
différentiable dans H,. Si cela arrive en' tout pomt p dans & independamment de
choix de voisinage élémentaire U, elle est dite différentiable dans @,

Soit F l'ensemble des des fonctions contmument dlﬁérentlables dans ©. Lapphcatlon

qui fait correspondre le nomble réel

( aagz,. )., G

au triplet (p,U,,f) se note Si u,,’tu,,,. on a

0_
0ps

(p! u?r f) (P: up 7f)

017 ! 0P i
Lorsque le point p reste fixe, I'ensemble des combinaisons linéaires de
)

op,'

(G, JEL; i#ig(p, J'))

forme un espace vectoriel qui se nomme 'espace tangent a @5 en point p, Tout vectenr
tangent 4 & en point p s'écrit sous la forme
)\.f_a__
) Gkiolp, 00, 77 apj;,’
ol Af=( sauf pour un nombre. fini des couple (i, jEIXI),
En particulier, le vecteur tangent en élément neutre e s'écrit

DD NP YN

75 i(=d8) Besi
ot Aj=0 pour jE{j, s} et aussi pour chaque j,, 'sa.uf‘l‘)our un nombre- fini des
indices 1(#7s). _ o '

En fait de la différentielle des translations 2 gauche "et & droite on démontre que
(16}, pp. 2-6; [7], pp. 3-10) . '
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.3 dL(y) ( W =3 100, 103) %‘
0

=2
095" ) iCi0p, 02

Wg=p, h#i(g,i0), LU, To,IYTUcs, 10,03

o< mini. (e, i1£0)), e<mini. i )
(o< gy ini- (& (a0, e<mini. (%0}
ol oy est le signe de la coordonnee locale {;*#0 d’un point y,, pris arbitrairement
dans € (gs,0). Cela coincide avec le signe de gj* pourvu que g;"s0.

Si on fait y=g~1, il vient p=e,

@3 (5

. . 0
; )=‘(§io) (96— 3" 1000, 503) 6_e,°——

(g=g71, h#io(g,70), LGV, 10,0CUce, 1030

v <mini( los61#0, e<1)

&
2¢(g)’
ou oy est le sigﬁe de la coordonnée locale { joh'vr,éo d'un point vy, pris arbitrairément
dans € (gj,€). Cela coincide avec le signe de g * pourvu que g,ohq!:(j_

a —_—

0Yid  muGe(mprad =i

@.49 d(D)(g)

gru's -2
h .

“ aﬁhui
- 3 U‘J:’ghuj

-t
hyCigCp,hu) #ioCV,is))

(i#i(y, 80, 99=p  D(QOUW, ) CUme,

ol o, est le signe de la coordonnée 7, d'un élément pris arbitrairement dans S (s,

§ —
aﬁhuio(yyfs)

o), Cela coicide avec le signe de y;,’ pourvu que ¢;,'#=0.

Si on fait g=y7!, il vient

Q.4 dD(y 2 Zls

N Gyt ™ Gt
Yis hu(s2i) Ehy
0

X 04z 5 ————
ruC iolysds) IsThu Oes, o wsie)

G#i(@, ), DY * o * o

(z=y™)

ot ¢, est le signe de la coordonnée 7;,/ d’un élément pris arbitrairement dans €(yy,,

o). Cela coincide avec le »signe?dé Y3, pourvu que ;0.

3. Variété difiérentiable

Envisageons une variéte M admettant un atlas A5 de son recouvrement ouvert
((U.) (e€a)) i 8, cest-a-dire, I'ensemble des homéomorphismes @., qui se nomment
les cartes locales, de chaque U, sur une partie ouverte de S. Prenons un point x,&M,

1] existe un U, contenant X, Soient

To=PuaXo, S(O0)=4:\Aa\/-"\Vdin ("3 <bm).



5

et T, la transformation projective normale qui permute 4, avec A,; Upi...; avec U.i..,
et qui lasse invariant les autres sommets ainsi que les autres points d'unité du repére

9, En posant uy=T,00=T:Qya.%, on obtient

S(uo) =4 zVA fl\/' "VA im.

On peut prendre un cube € (o, A) contenu dans ¢y.(U.). La transformation T

Tapplique sur le cube (S,(u&, A) contenu dans €,=€ (4,,1) ({1, p- 8). Nous appelons
Vo= (@ua) 7' 8(00, M) = (T1pua) € (o, A)

le voisinage cubique de x,, Prenons un point x&=7 . Soient (u?) les coordonnées

normales du point T,pya.%,., On a u<>( d’aprés la convention mentionnée plus haut.

On prend les ¥ (i&l'=1— {1} comme coordonnées locales du point x,,
Silatlas 4 ne contient qu'un élément la variété M coincide avec S. En laissant

4 coté ce cas trivial, considérons une couple des cartes locales ¢y, et ¢py; dont les

domaines se coupent. Soient x&(U.NUj),

To=pua¥e, S(00)=ANA,\/ N Aim (hi;oe<im),
To=Qupxo, S(T0)=A4x\A;\/VAsu ;o <jn),
€(oo, DCova(UcnNUp),  C(70, ) CToup(UaNUp),
T4 (a0, 2)=C (o, A)CE,, (uo=T o= Ty x0),

Ti& (7o, 1) =C€(70, 1) CC,,  (Wo=Txpro=Trpuexo)-

On prend comme voisinage cubique 7, de x I'intersection
Vzo=(Pua) ™00, A) N (Pus)~'C(d0, 1).

Posons

.Qa,,s=T;.q7UaV;°, 'Qﬁ-ﬂ:'qu’UﬁVzo.

Ces deux domaines sont homéomorphes I'un sur l'autre. Les deux systémes de coor
données locales ((u) (IEI', uEQ.,5)) et (v)) (JEI',vEQ;,.)) se relient au moyen
d’équtions de la forme
@1 V(@) =PI u' (1), ),  w(@=Q (-, vi(®), ) (G JED)
provénant de
(3.2) V=Troup(Tipva) ', u=Trpua(Trpuvs) v,

Un point u&Q,, s une fois fixé, on a #’=(Q sauf pour un nombre fini des indices
(&I et aussi P/=( sauf nombre fini des indices j&I’. De méme, un point vE Qs
une fois fixé, on a v/=( sauf pour un nombre fini des indices jE&EI' et aussi Q'=(

sauf pour un nombre fini des indices i=I, En tenant compte de (3. 2,) on tire
{vispj(..., Qe 09, 000), ),
AETo I GO ZICIR IR IR B

Prenons maintenant un point u&=Q. . Soit ¥E s, le point correspondant a u d'aprés

3.3
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(3. 2). Pour un cube projective € (v, &) de largeur ¢ arbitrairement donné, il existe,

dans Q. un cube projective € (x,¢) satisfaisant & la condition que
T19us(Trpva) C(u, o) TC(v, )2t «

Prenons, dans G(x,0), un point w; dont les coordonnées locales ne different de
celles de u que pour un seul indice i;, Le point £(t)=tu;+ (1—u (0<t<1) décrit
un sgment dans G(x,0) car, uf étant de méme signe que uf poutvu que #'#(), on a
ZEWI<LT |+ A= D Zelwt|=t+1~t=1, et on a de plus |§(0) —u|<tfu —u'| 7.
Le point 7(8)=Tpus(Tspu.) '4(t) engendre donc un arc dans G(v, &) Q... Si les
fonctins %/(t) '(FEI') sont contintment difféerentiables dans (0<¢<1) et que la
borne inférieur p des valeurs absolues des v/’ =7/'(0) (j&!I') soit positive 4 moins que
les v/ =7/'(0) (JEI') ne soient tous nul, cet arc est dit régilier au point v(x), Cela

équivant 3 dire que
o 0PI
Ppi)=0 (Pui=%) GiEl)
L

sauf pour un nombre fini des indices j ([1],”p. 10).

De méme, en prenant d’abord n(t)=tv;+)1—1t) v (v,91£v7, v/ =v/(j#7,)) et en posant
EW)=Twpv(Trove)'9(f), on définit la régularité de I'arc £(4) au point u(x).

Lorsque ces deux régulerités sont vérifides pour tout point xEV,, indépendamment
de choix des indices i, et j; fixés 4 I'avance et aussi de choix du. point xEU,.N U,
on dit que les carte locales ¢y et ¢y se relient différentiablement. Si cela -arrive,
comme nous le supposerons désormais, pour toute couple de cartes locales dont les
domainnes se coupent, la variété M est dite différentiable. Ainsi la variété différentiable
est caractérisée par la condition que, le point x ainsi que les indices et x&I' une fois

fixés, on a
oP7 S8\
(3.3 Ph( - h) 0, Q (=6v")=0
sauf pour un nombre ﬁni respectivement des indices j et des indices i, On a alors, en
vertu de (3.2), ({3]. p. 9; [4] p-13)
G0 8= L P/Qs= ¥ QP

ce qui nous montre que pour un indice quelconque {&I’ il existe au moins un indice

h tel que Q;"+(0 et au moins un indice k tel que P;*=(). On a donc
(3.5) L Py= };1: [Psm >0, Q= ?; Q™ >0.
4. Atlas complet

La carte locale ¢y d'une partie ouverte de M sur celle de Sest dite admissible 4 I'atlas

A » sielle est différentiablement reliée avec toute carte locale de . 5 dont le

domaine intersecte U, L’ensemblesomme de £ et {@y}devient encore un atlas par
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lequel la variété A est différentiable. Plus généralement, il en est de méme pour
I'ensemble somme de £ et des cartes locales admissible & A de nombre fini,
car les deux cartes locales admissibles dont les domaines se coupent se relient différenti-
blement. En effet, soient ¢y et ¢; deux telles cartes admissibles. Prenons un point
xE@u Ny, Il existe une carte locale @y, de” 45 telle que xOEU,, Considérons un
voisinage cubique V., de x, tel que
Vao=u;"'€(po, ) Npr'C(e0, A) N pr '€ (c5; 1),
T8 (po. v)=C(wy,v)CC, (wo=Tipe= Ty %),
Ti8(og, ) =C(uo, DCC,  (up=T100=Tipuxy),
Tk(g(TOy H) :‘6(.001 H) <@, '(U0= TkTO= Tk‘PYx0>y
Ories=T19u:Vzy,  Lapy=TwpuVzy, Db ar=Tryra,
ui:Ai(..., wm, ...)’ wm=Bm(..., w"’ ...>’
vi:Ei(...,wm,...), w’":F"’(...,yf,...)_

Posons . :
VI=EI(eory BT (oot o), o Y= PI(eony o, +o0),
uizAi(...’ F"l(..., ‘Uj, ...)’ ...)EQf(...’vj, ...)_

Comme les cartes locales @y et ¢p sont admissible & 5 les indices L, I, I, ky une

fois fixés, on a

an' 3Bm an aFmI
awh=0’ e =0, =0, ——=0

ow's vkt
sauf pour un nombre fini respectivement des indices 7,m, et m’. On en tire

8Fi _ BE/ §Bs Q' 9A4i pFt

gur T2 Gw B 0 Gt % Gut G

=0.

sauf pour un nombre fini respecti\'ement des indices j et ¢ ce qui nous montre que
Qv et oy se relient diﬁérentiablement, L’ensémble & des atlas ainsi obienus, ordonné’
par inclusion, posséde un élément maximal. Pour le prouver il suffit de verifier que
pour tout sous-ensemble F de & totalement ordonné par ‘inclusion, la réunion ¥V des
ensembles de §f appartient 4 &, Or, deux cartes locales admissibles contenus dans V
appartiennent respectivement aux deux atlas de & dont I'une renferme I'autre, et par
suite, elles appartiennent 4 un méme atlas. Elles se rellient donc diffrentiablement,
comme nous venons de le remarquer, pourvu que leurs domaines se coupent. - Cela
revient a dire que V appartient 4 &,

L'élément maximal de & .dont existence est ainsi démontrée se nomme I'atras complet.

11 renferme toute carte locale qui lui est admissible. Nous supposerons dorénavant que:

latras £ lui-méme est complet.

5. Variété connexe et différentiable

Prenons un point %M et une carte locale ¢, 4 dont le domaine U, contient
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X,. Soient

%0EVzo=(Tspva) €1y, 2), u=Troy.xX.
Posoﬁs _
ED)=0—-Dup+tz (0L,
Comme ‘u“(aEI)n ‘est de méme signe que u,® pourvu que 1#,°%=(, on a
= 1= A=) et |+ 3 ol =1,
(€= — g < Ju=— 1y <2
de sorte que le point (Twpy.) 14(t) (0<t<1) décrit un arc dans Vx,, - E(t) (iIEI'=
I—{.}) étant ses coordonnées locales. De plus on a

dé

St S SN
dt 0

ce qui nous montre que les dérivées di/dt (iE1'") s'annulent sauf pour un nombre fini
des des indices i, En général, étant donné, sur M, un chemin x(t) (0<¢<) homéo-

morphe & I'intervalle [Q,1], on dit qu’il est régulier si pour chaque valeur kE[Q, 1]
la borne inférieur de

du’

dt

#0 (EI, u=Tipp.x(1); x(R)EU.)
k

est positive 2 moins que les dérivées (du'/dt), (iEI") ne soient tous nuls, Cela est une
propriété indépendant du choix de la carte locale gy, dont le domaine contient x(k)
et équivaut, comme nous 'avons remarqué plus haut, i dire que les dérivées (du'/dt),
(iEI') sannullent sauf pour un nombre fini des indices i, Ce que nons venons de
remarqué c’est donc que fout point xEV,, peut étre velié a x, par un arc régulier dans
Vz,. Maintenant soit X I'ensemble des points x de M qu’on peut joindre i x, par un arc
régulier par morceaux dans M. Comme cet ensemble contient V., il n'est pas vide.
Prenons un Vpoint x de X.. On peut joindre par un arc régulier par morceaux un
point arbitaiirre ¢ du voisinage cubique V. a x et celui-ci 2 x,, On a donc V,CX.
Cela revient & dire que X est ouvert. Soit eniuite x un point de X. Le voisinage
cubique V inersecte X en un point z, On peut joindre par un arc régulier par morceaux
le point x & z et celui-ci 2 x,, On a donc XCX’: X est fermé, Donc, si la variété M
est connexe et diffrentiable, comme nous le supposerons désormais, elle est forcément

connexe par arc régulier par morceaux.

6. Espace vectoriel tangent

Pour la transformation projective normale T qui laisse invariant le cube projectif

¢,=€(4,1), ona

pe=1, pr=0, pi=0 (IEr'=I—{:})



de sorte que son équation s’ecrit
; s (s : i X ; i o :
2l ij'zj (l,]E[1’ D= o 3 2 LPJ’|=1; pj'o(P:J)>O).
7

L’ensemble G, de telles transformations forme un sous-groupe de &, La topologie de
® induite sur G,, Le groupe topologique ainsi obtenu opére sur €, comme un
automorghisme (2], p. 8).

On définit, dans €,, un vecteur comme une classe d’équivalence entre les couples de
deux points. Chaque vecteur peut étre représenté par un couple de la forme (4.(J,
Q), P(1,7)) de sorte qu'il s’écrit u(z). L'espace de ces vecteurs se note Y, Le vecteur
(4,U;) se note ex, On a ([3], p. 4)

u(®)= ?Zsess.
Cela posé, considérons une fonction f(x) définie dans une partie ouverte U Ae M,
Prenons un point xy&U, Soient V., un voisinage cubique contenu dans UU., :
Vay=(9uv)"'€(0y, 2, C(o, HCou(UNU.),
Co=Pua¥y, THE(o, D =C(uy 1), uy=Ts0,.
Il existe la fonction f¥(..-,#,-.-) définie dans T,py.V:, telle que
f)=F*(re, t' (%), 0)  (XETFzo, u(*)=Tiguax).

Lorsque cette fonction f* est différentiable dans Tupy.Tx,, la fonction f(x) est dite
différentiable en point x,, Si cela arrive pour tout point x,CU, elle set dite différen-
tiable dans U,

Envisageons ensuite une famlle [f] des fonctions différentiables en point x, Prenons

une fonction f&E[f]. Désignons par

0 e=p
o GEI)

Tapplication qui fait correspondre le nombre réel
or* ) |
e v
(31!' v (xEV<,)

au couple (%,f). L’ensemble ((—0%) (iEI’)) engendre un espace vectoriel qu’on

appelle I'espace tangent 3 M en point x ([1], pp. 11, 12, 18). Maintenant soit x,&(U,
NUg) et ¥V, un voisinage qui se trouve dans (U, U,). Il existe alors la fonction f*¥
(oo, v, 000 définie dans Tippx, telle que

FOY=*Corr, (%), 00)  (XEV iz, u(x)=Trprx),
D’autre part

FCE) = Cory (), ) =FE Gy Qi DI, wo0), o),
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On a donc
f*'*(..., v, ...)":f*(r...., Qi(eer, 0P, 200), oo 0);
of* . Of -
gvi 5 ow 2w

d'oir ([1], p. 13)

. - 0 ;0

(6 1) 6Uj — SZ:Q! 61[‘ H

De méme on déduit »

0 0
6.2) e ZL}P# P

Soint x. - €t Xs = les bijections Y, — T qui font correspondre au vecteur >z
$

respectivement les vecteurs tangents

S
Som e B C=RED
oll & est le signe de I'élément PJotP.9  {,(P,s) étant I'indicele plus petitdes indices i
tels que P. 0. ‘
La composé gs o=X¢ z *Xa, = Opere sur 'Y, comme un atuomorplusme qu1 se:\prlme,

grice & (6.2), par

6.3 - 2= EP:’Z’ G, 1EI,

ol S
N

(6-4) pf— Eij .

En effet, si Vautomorphisme g, . applique a(z) sur b(z"), on a x..a(z)=xs b(z").
Or T ‘

’

D

0 s z2sP.t 0o
Xa, Ia(z) ;esp aus =2€ZP 2 Z(EFI;) > ~

7 ot

d
p— N . It
—Xﬁ.zcbz)—;z out

De 14, il suit

. Pt .
1t — Ll s :
= 2 z,
. e P

s

On a de plus

. R SYP,m
leo(P,]) ; p _
5, >0 Zipsl= =1

Pj'.O(PvJ-) =

ce qui nous montre que l'équation  (6.3)- définit une transformation appartenant a G,.
q q q PP
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Mais les z' sont originairement les coordonnées du point x&€, tel que x*=]1, Dong,
I'automorphysime gz, cioncide avec I'élément de .G, qui applique, sur G,, le point
z sur le point z/

D’aprés la définition méme de gs- 0N 2

(gPa) 1= (Xﬁ:l‘ Xa’I) 1= (Xﬂy:) X&sz=gat.

De méme, lorsque ‘
x&U.NU:NU,

on a

) 9re () =grs(3)g5e (),
L'inverse q,* de p* s'érit

€6.5) qi"=exPrQu",

€ar onv a

enPr enPr 1 (m=n)
E ‘1:’" n’= E—P Q‘m_p"s: T Snm { (
s s Enl'p Enl’y 0 (771 #71),

esP;

?p‘mqns: E P mQ 2P5mQ_n’=8nm
de sorte que I'équation (6.3) équivant a
6.7 zh=g.'2"s,

7. Variété deux fois différentiable
Comme nous I'avons remarqué plus haut, deux points quelconques de A peut étre

reliés par un arc régulier par morccaux. En tous cas, considérons sur A un chemin
x(t) (0<t<1) régulier par morceaux. Soit x.(t) (0<f.<te43<1) un morceau régulier
de x(t) et x, un point de ce morceau. Prenons deux cartes locales de A dont les
domaines U,y et Us,y passent par x,, Chaque morceau x.() étant compact, I'ensemble
des voisinages cubiques V., CU.q.y (VE[l, te1]) forme un recourement ouvert de
xc(1) d'olt on peut extraire un recouvrement fini. Il n'est pas empéché d’y ajouter Vo,
C(UacyNUge). On obtiient ainsi une subdivision de x(t) (0<¢<1)en parties réguliers
de nombre fini dont chacune x(t) (0<t.<tz43<1) est content dans Virgay C(Uacay
NUs.). _

Supposons mainttenant que les fonctions Pi(-+, ¢, -++) sont contintument différentiable
dans Q.5 In portant (u'(x.(1))) (ta<1<t,41) dans (6.4) on obtient un chemin P,.(?)
sur G,, Le chemin x,(1) (t,<t<{1,4;) étant régulicr, la valeur de &L, I.4;] une fois

fixé, on a #'i(1)=0 saul pour un nombre fini des indices i. On peut donc écrire

d((l’ )k

(' (D= = 7 (s (D),
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X . ‘ _ a { ij _ 1 { 0p7 ij aPL
7.1 - (ped?)e= 9\ exPr )— exPr \ 0utow’ | P o )

On dit le chemin p.(¢#) (t.<t<t.4:) régulier si, lindice k ainsi que la valeur de

tE[t,, t.41] une fois fixés, la borne inférieur de

[CAHOMNEL

est positive & moins que tous les ((pe)«?)' () ne s'annulent. Cela équivaut & dire que,
I'indice k ainsi que la valeur de t&[t,, t.41] une fois fixés, les dérivées ((po)r’)' (8D
s'annullent sauf pour un nombre fini des indices j (6], p. 10).

Lorsque cette régularité est vérifiée pour toute partie régulitre p,(f) indépendamment
du choix de chemin x(t) régulier par morceaux et du choix de cartes locales @rrq et Pus
telles que x(£.)EUawy Uy, 1a vriété M est dite deux fois différentiable. Nous nous
en occuperons d’ore et déji exclussivement. Pour cela, il faut et il suffit, grace 4 (7.1),
que le point x ainsi que les indices s, ¢, k et k une fois fixés, non seulement les dérivées
du premier ordre

i . 807

PI=%e R

ovt
mais aussi celles du second ordre

o2p/
duhaut

s'annullent sauf pour un nombre fini des indices j.
Supposons maintenant que les Q; sont continiment différentiables dans Q5. Ona

alors, grace a (3.4),

A0 aZPr A
g Q_ = — Z Q,’T,Q,IL:Q'ht.

dvtouE vt ausaut
ce qui nous montre que, le point ainsi que les indices et hune fois fixés, les dérivées.

aJ ZQ:’

- guhou¥

aussi s'annulent sauf pour un nombre des indices i. Par conséquent le chemin g.(v/(£))

(t,<t<t.4y) est aussi continfiment différentiable et régulier.
Cela posé, en prenant un point y0=((yo)j‘jEG, posons d’abord
() =1(pa(®))Yo (Le=<E<1).
Soit
(7.2) Y1=L(g=as «0y(11))Yo.
Posons ensuite

7(#) =L(P1('t>>2/1 4<i<ty)
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et ainsi de suite. On fait en général
(7.3 MO =Lpa(DYe  (L<E<lyy),
7.9 Ye=L(gacw), aca-1y(te) )¥o1.
Maintenant en associant 4 ¢, un voisinage élémentaire -
Ueve,er=Ucva, 1,31 MU v, 303,00
(e<mini. ([g)s5er’[#0  (5=1, -+, b))
associons & chaque valeur k&E[¢,, t.q] non seulement le point 7(k) mais aussi le
voisinage élémentaire ' '
Uesciry )=Ucra, g1y TN+ MU iy, ncers 7)
(r<mini. (0,00 (s=1, -, 1))

On démontre qu'on peut prendre comme vecteur tangent au chemin 7(t) (<t p1)
en point n(k) un vecteur tangent 2 G, en ce point qui engendre, sur G,, un champ de

vecteur muni de coordonnées

0

A
0€j,

@.5) p)=3 3 o1 (B)]

dont les coefficient p, satisfont 2 la condition mentionnée au 2°, 4 savoir, p=( pour
iEj1(a), -+, js(@)} et aussi pour chaque j; sauf pour un nombre fini des indices i(#

j=) et de plus 4 la conditions que

(7.6 23 20 lpsi(D<ss

) s iC 59

ol &, est un nombre positif qui peut étre autant petit qu'on veut ([16], p. 11) .

8. Espace fibré principal
LEn prenant les g;, défini au n° 2 comme les fonctins de transition, considérons
T'espace fibré principal (M, G,) dont un exemple est I'ensemble des classes d'équivalence
g définis par
9C, 9, )=9(%, g5,9, B
dans I'ensemble des triplets
((x,9,0) (xEU.CM,yEG), =)

qui est une partie ouverte du produit M xG,xa (muni de la topologie discréte)
(9], p- 14).

La surjection f» : B — M est définie par
ﬁ.q(x: Y, a>=x (xEUc, yEG,)
tandis que I'homéomorphisme local @, : U, x G, — p7U, (a&a) est défini par

P (%, 9) =q(x, 9, ).
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Maintenant, étant donné un point x&=(U.U;), on a

Po, 2(Y) = (¥, 9) =q (%, 9, &)
=q(x, g5 ()Y, B) =05(%, Yea(¥)Y) =, 2 (g5 (XD7),

Cest-a-dire,

(8 1) Pz, a_lq)a,:.'y:gﬁa(x)y-

Dautre part, comme nous I'avons remarqué au n°6, la translation 4 gauche associé au
B(t) (0<t<t) coincide avec l'opération gsacm. Donc, d'aprés (8.1), I'opération
Pry applique le chemin n(t)=L(po(t))(y)CG. sur le chemin b;,(t)CB défini par-

Do() =gy (¥o(1) X L(po) (D (Yo
=@sy (¥0(8), e (Po)
=Qacey(%o(@), (o) OLELKH).

De méme, lopération ¢,q, applique le chemin y(8)=L(#)({)(¥)CTG, sur le chemin
Db1(t) (1, <t<ty) défini par

bi(1) =Pra> ($1(D), 1)) =Pacty (1 (1), (1) (LIS H)

et ainsi de suite. En vertu de (7.2), (7.4) on a

bo(t)=b1(t), baa()=0.(1). -

Nous obtenons ainsi, sur B, un chemin b({) (0<t<1) continu et différentiable par
morceaux qui se trouve au dessus du chemin x(#)CAM,

L'homéomorhpisme dygey. =y applique le vecteur tangent o en point n(k) kel
2,.,]) sur le vecteur tangent 6 au chemin b.(f) (1,<{<t..,)en point b,(k) tandis que
homéomorphisme  d(ace,zy)~! applique 6 sur un vecteur tangent & G, en point
(%).. Or, d'aprés (7.8), les vecteurs tangents ¢ et 7 engendrent, sur B, le méme
champ de vecteurs. Nous voyons ainsi que I'homéomorphisme d(@acey, zy) ! appli
que le vecteur tangent 4 b,(!) en point b.(k) sur le vecteur tangent G, en point
(¥), génerateur du champ de vecteurs qui possede la coordonnée p(k) définie par
(7.5) on les coefficients p, (k) satisfont a la condition (7.6).

Tout chemin sur B au dessus de x,(f) s’écrit

b (D =D(Y(D)Ve(D) = Pacey (%o (1), 1(1))  (La<U<Lar1)
() =D(¥e(D@)a= WD), v(D=g(DT(GCD).

Supposons que le chemin g(f) ainsi que son inverse v.(I) sont contintiment
différentiables et réguliers dans [{,,1.4;]. On démontre que la coordonnée du champ
de vecteurs sur B engendré par d(gacy, =) 10 est donnée par ([7] p. 13)

@»  w®=aon(D, 3 (Seiesr-vi-T4) 50w

—
T3 i2igG, iO\T ot 0g ;s
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(8.3) p./j=1—"_‘zj |pji!’ Pii=0 (i"—k]: jé(jl(GD""’jb(a)))'

Lorsque w(6)=0, le chemin b,(%) est dit horizontal.

9. Equation du chemin horizontal

Prenons maintenant le voisinage
1 .. ;
Ug.ise €<—4—T, 7=mini, (|g;,’|#0)

ainsi que les p;,(u) mentionnés au n°7 de telle sorte que

35 pi@<pee QELt, o)),

Js iGH]s

On a, grice 4 (2.4),
9.1 dD(y)(Z > (Z gziﬂjsl—gjs'.—dg;s'.)i)

o Py
Js iCiglo, i\ 09g7s

=% (Zgzyffs'—gfsi—i%>

75 iCEi\ T
"

0 . :
) S oyt — 3 opiyndirs )
(hu(;&i) 0Cry' R (5£dg) : 0Cp'0

Or, si on prend comme oy le singe de g,f, il vient

9.2) 3 oigit= 30 [gifl=1—ggf0 i,
iCs2ig(g, 56D iC ig)
dgy dgiet.io
. o =— ,
©.3 ;c¢.-o<zg,i,>> s dt dt
car
gj"o(gyf:)>0.

Enfin, d’aprés (8.3), on peut regarder les p;f comme les coordonnées normale$
d’'un point p; &G, et, par suite, il en est de méme pour
&1/= 29757
d’aprés ce quion a remarqué au n°2. Pour les indices & tels que g;5=0, on a
©.9 €@ —gstl=] E‘,) 9ihps ) =95 2 1ps]

(€Y

Sllg lgllpstl+ lgj,"l(rg lpss7D)
<2 rglpj,flsze<%,

91— ‘7<$<gj,"+-é—, r<lgs,

c'est-a-dire, &' possede le méme signe que ¢;f, en particulier, £;70%.i9>>(0, On voit

ainsi que
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¢;,66(95.2¢)
et, par suite, qu'on peut prendre comme o;F le signe de &, de sorte quon a

9.5) - ST oy iE =1 j00d0

iGigly, i)

d’'apés (2.1). L’équation (8.2) peut s'éerive done

- . . d isi . 0
0(9)=22 > (ZQL'PI,I'—gi,"— gl )‘Yhu”

js o huGzEd \ 1 8(7[::4'.
et comme la sommation »;; s'étend 4 un nombre fini d’indices, il en est de méme pour
S et pour 3. Ainsi, Pexistence d’un chemin horizontal au dessus du chemin x,(1)

(1. <1< 1,4y) exige celle d'un sysiéme des fonclions g7 (t) (1,<t<1,.1) lelles que

Is

. Codgii N .
Z(?Ql'!’j;l'—gh"— (gi,t )*/hu”=0 (G=hy).

Si cette équation est vérifiée on a

. .odgyt .0
9.6) PADHDH (Z gipil— 95— (91;, )qu" ——=0

Js f RGED\L O€ry
Or, lorsque ¢;7#0, o;;} qui figure dans (9.1) est le signe de g; ! d’aprés définition et
et &; 7 possede la méme signe que &, 7 tandis qu’on peut prendre comme o, le signe de
£;7 si g;7=0. Ainsi, I'équation (9.6) équivaut a dire que
dg;} ) 9

Dgipit—g5f—
T i CkioCp, s ( 7 ’s ¥ dt ] agy,

=0.

c'est-a-dire,

) _dgy) e
Z(gt'pf,l—gj,’— g;’ >=0 (i (9,1,

s

; ;. dgyf
;gl”!’jol—gh”_ d; =0

en vertu de (9.2), (9.3) (9.5). En somme on a

d K
(9'7) g; =Eglipjl_gjf je(jl(a)v"'7jb(a)}-

Réciproquement, en associant un voisinage élémentaire

N =Uwas .o NUa .0
<e<"z—(u=mini. | (Ws:D)el 40 (s=1, ...b)>

ainsi que les pj, (' tels que

Z E )lPia(ﬂ)i(“)l<KaSE (teLutons)

Js 3(FJs

au point g, donné volotairement a I'avance, nous avons démontré ([5], pp. 123-136)
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que le systéme (9.7) d’équations différentielles admet un systeme unique des intégrales
qui prennent les valeurs initiales (y;). en point #, et qui deviennent les coordonnées

normales d'un point dans la réstriction fiy.,ey de Hype Onvay ajouter quelques

remarques.
On pose ([5, p. 129)
9.8 Mj o= 33 (5 @Daps” (76 = (@) (e ™ —7e)

et démontre que la suite
A[J-, 0"! AIjrli! ...’ AIJ-: "l.! e

tend uniformément vers I'intégral
t
[ Cuver@-wnow a<ist.

On pose, d’abord, pour {#1,(¥a,Js),

gia=Det | @D =,

Lorsque j&{1(a), -+, ja(a)}, ona gj.'=(y;)e. Pour chaque j,
HOEMCHIIRCO

devient les coordonnées normales d’un point &;&G,, D'apés I'inégalité (9.4) ol gj/f,

est remplacé par (y;, ), pour tout indice k tel que g;3c0, &, possede le méme signe

que (g;,M.. Ainsi, les indices i tels que gj,,'#0 sont contenu dans I’ensemble des i

satisfaisant 4 £;7#(0. Comme

23 WDepi @ = Wie= 25 (Wepss' —ys'( 23 1pis"Ds
Fis r5is

il vient
¢
10521l 1+ [ 12 @tdentida
a et
t
[ a3 Jeartan
Jie T (5is)

Or, p;l(x) (I#j,) sannule sauf pour un nombre fini des indices [, soit I, -, I,
et pour cliaque I, (4;,"). sannule 2 son tour sauf pour un nombre fini des indices h.
On a donc

t H
S s 1<1- et | S wailesidet (ST ipidu,
h(FEig) Jwalr n Jia r(z£isd

Pour les indices k tels que (g;,%).=0, &;,*#0, ona
H
Sonatl< | ST e lenrldu

On a en somme



18

! ¢
.(2) 1961 | <1 (y370)at+ S[ IZ [ps,'"[du+ gt 2} lpi"ldu
H T e Ir

e (rsj9
<1-@itz| S leyldu

t
ta r(=js

R t—ta. 3 . t‘—tu
<1—-¥9i et %Sl— (Z/i,"’)a( 1 __2—)

On pose maintenant

giifo=1— |gi,1%].

PC£igCra, )
I1 vient alors

o -
gra02 (@3 0a( 1 =5 0.

Pour h(si,) aussi gj, 1" posstde le méme signe que %;,%, car

!
Ig,-,,lh—cy,-sm:sj CS 1 elprdl+ 1 @styel 33 1psrlddu
ta 1(zjg) r(=js)

t t— o)
szg 3 Ipsridus %< ”

ta 7 (ji -2 :

Lorsque jE(f1(a), -, 72(0)}, on a

gr10=1= 3 1(¥al=(g/a.
15510,

On voit ainsi que les g, sont les coordonnées d’un point Jdans {icy,,2.,. Maintenant
ona

O 19— gri )] <

2

D’une maniérs précise,

(9" 1) — g1 ()| = H‘ (1(2 3 Wi api (W) — (Wis")a (Z'J )ipj,fl)dw
u s &
v v . ‘
= ZS 2 lf’fs"idws%[ g dw‘ _Jo—uly
79

2
u rsj, Ju 2

1953 =011 =| [ 5 waps (wdaw

2w (s

v

S RIONIIRICOH R >
Fis

| Jpat@)dul
<]

w 1G53
u

e [v—uly
=1 <

19504°) = 914" =] 3 0= 3 6@
S;(-LZW 197501 (@) — gs,,1 ()|

= (;i'o)[gkis. 1@ — g%, (@ |+ %Igl‘}}, 1@ —g%.1(@)]
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[ 52 et

<3
. 3| [Lame g Joartin]| + 3| [, @wdulpsiida
<|[" D¢ 2 @+ w1

+] [0 3 j@sed g, ewiau]

<|2[" 5 touidn| < B2

En remplacant, dans (9.8), (¢/)a par g;:’ on définit M;, . et en faisant Y'usage de

(9.9)1, on démontre ([5], p. 131) que la suite
AI;J'.LO) AI{J’.],I) "y AI{J‘.I,": b
tend uniformément vers l'intégral
¢
[ Soraort-gha@dan
On pose, d’'abord, pour i7i,(ya,7)
t
= @Dat | (Sguanit@—gi @
Lorsque ={j(a), -+, jo(a)), on a gij.1=(y;De. Pour chaque f,
€= 33g"10'5,(0)

devient les coordonnées d’un point dans {icy,, 25).
Pour nh(#i,) tel que (y*;,)e#0, on a

sl i@l + | Sigtllostlans (g%l 32 Jeldn
‘Pour k; tel que (9;,5)a=0, g;5150 ona
t
gl [ Slghuwallosians (| gl 3 Jpurian

Pour k2 "el que (yfskz)‘P:O: gszs,1=0: gszs.l#o ona

¢
lg¥2s,.2| < “t Tz_v‘ lg*e,alptri ldu.
Jita lr

On a ainsi
2 |Gl = Z‘ 19", 21+ 2319550, 0] + 23 (g7,
i(ig) i (Fig) [3] Ko
. I—1,)y
=1—(’_Ij'0j:)a+2 ‘.[ (2 [szTIdu<1 (g“‘o)-—- ( 2 )

. . —'tn
Sl"('lli,'o)a( 1 —_2 )
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On pose

gt e=1— 2 )Igfi.ﬁl-

i (i)
Il vient alors

t—1q
2

g'oj, 22(’!/'}',):1( 1- >>0.

Pour h(s:i,) aussi g";, . posséde le méme signe que (95" ).. On peut déduire
cnsuite (9.9), et ainsi de suite: en remplagant, dans (9.8), (¥'/))c par g';m_1 on

déduit Mi; ,._; . et en faisant l'usage de (9.9) ._; on démontre que la suite
Alii.'ﬂ-l,(’yjuif. m=1,1y ** % ]\1:‘]_. m_],ny """

tend unifomément vers l'integral

H
j (;gil.fr—lpi'(“)"‘gii.fn—lol)d“-
ta
On pose
I3
Gm=@ et | (Dghnan) =g aCOIO CistiuCa ),
ta
g m=1— 23 |g%nl.
i (Fig)
On désigne par ki, I'indice tel que (9;,51)=0, g¢*1;,»_170 et par ks I'indice tel que
(Wis")e=0, g%*%,.n1=0, £, n31=0, (éii:,'ﬂ—1=2giiz,m—lpisl)-
On déduit

t—t,
2

g"ofs.mz(y"%,)a( 1- >>0.

ainsi que (9.9) ... Lorsque j&{f;(a), -, fs(@)}on a g%, n=(¥'}).. Les gi;, = deviennet les
coordonnées normales d'un point dans {jye, 2.

Maintenant on démontre ([5], p. 185) que
lim g%, (=0 ((¥";)e=0)

tandis que g"; .(#) ((y;,").#0) tend uniformément vers I'intégral g; (f) (t.<1<t,41)
de (9.7) satisfaisant & la condition énoncée plua haut. Les intégrales anisi obténues
peuvent se raccorder de prochie en proche de sorte quon arrive A avoir un chemin
horizontal continue et régulier par morceaux au dessus du chemin x(#) (0<t<1) dans
M ([7], p. 15).
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