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相異なる二つの物質より成る輪形円板の熱伝導

小 平 吉 男

Conduction　of　Heat　in　a　Ring・Shaped　Circular　Thin　Plate　Composed　of

　　　Two　Concentric　Ring・Shaped　Circular　Plates　made　of　Materials

　　　　　　　　　　　　　　　　　with　Different　Physical　Constants

by　Yoshio　KOD∠41RA

　Supposc　a　ring－sllapcd　circular　tllin　plate　ofエadii　b　andαas　shown　in　Fig．1．　Tllis

plate　is　supposed　to　be　composcd　of　two　collcentric　ring－shaped　plates．　The　one｛s　made

of　material　l　and　of　mdii　b　and　al，　and　tlle　otller　is　made　of　material　2　and　ohadiiαユ，

and　a．　TIlc　pllysical　quantitics　conccrning　thc　first　Ting　arc　indicated　b）・the　su缶x　1，　and

those　concerning　the　sccond　arc　indicated　by　the　suf五x　2・

　Thc　di旺crent　equations　for　the　conduαion　of　heat　are　given　by　（1）　and　（2）．　The

boundary　conditions　at　tlle　boundary　of　thc　tl、℃τings　are（3）and　（4）．　The　initial　con・

ditions　are（5）and（6）．　S、γe　here　considcr　four　problcms．

　　Problcm　I．　The　boundary　conditions　atγ＝b　andγ＝a　are　givcn　by（7）and（8）．　The

sohltions　of　thc　diffcrcntial　cquations　are　（9）　and　　（10），　　whcre　　∫o（tt2a‘1，）・　∫o（rclα2r）

arc　Bcsscl　functions　and　yo（κ2α17・），　Yo（κ1α2，・）　are　Neumann　functions．　Aal，　Bal，　Ca2，　De2

are　constants　dctcrlnined　by　the　boundary　and　initial　conditions・

　Tllc　cigcnvalucsκ2α1，κ1α2，　are　obtained　fronl　the　two　equations（22）and　（26）．　Thesc

curves　arc　sllown　in　Fig．3．　Tlle　curve　（22）　is　a　hyperbola　and　（26）　is　composcd　of

complicated　concentric　cun’es　as　shown　in　the丘gure・

　The　arbitrary　functions　are　expanded　in　series　of　eigen・functions　as　shown　by（63）and

（64），where　un（5，7’），　wn（5夕，’），　F（α1，s，α2，s）　are　given　by　（48）　（49）　and　（62）．

　The　solution　of　the　probleln　is　given　by（65）and（66）．

　Problem　II．　In　this　problem　the　boundary　condition　（7）is士eplaced　by（67）．

　The　eigenvalucs　are　calculated　from　the　equations（22）and　（78）．　These　curves　are

shown　in　Fig．5．

　The　expansions　of　the　arbutary　functions∫1（7’）and∫2（？）1〕y　means　of　eigenfunctions

aTc（107）and（108），　where　X1，s（γ），　X2，s（r），γ（α1，s，α2，s）arc（88），（89）and（106）．　The

solution　of　the　problem　is　given　by（109）and（110）．

　Problcm　IIL　In　this　problem　the　boundary　conditions（3）and　（4）are　replaced　by

（111）　and　（II2）　rcspectivcly．

　In　this　case　the　cigen、・alucs　are　calculatcd　from　（22）and（113），and　tlleαlr、℃s　showing

the　al）ove　two　equations　are　drawn　in　Fig・7・

　TIlc　cxpansions　of　the　arbitrary　functions∫1（γ）and∫2（・・）arc　givcn　by（122）and（123），
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where　（ノ（α1，s，α2，s）　is　given　l）y　（124）．　ltn（γ，∫），　vn（r，∫）　are　givcn　by　（120）　and　（121）．

　Tlle　solution　of　the　problem　is　gi、℃n　by（125）and（126）．

　Problcm　IV．　Here　the　boundarアcondition　（112）in　problem　III　is　replaced　by　（127）．

　The　eigcnvalucs　are　calculated　froln　（22）　and　（128）　and　thcse　curves　are　sho“rn　in

Fig．9．

　The　expansions　of　tllc　arbitrary　functions　are　given　by　（133）　and　（134），　wllere

X1，s（りand　X2，s（γ）are　givcn　by（129）and（130）and　P（α1，s，α2，s）by（135）．　The　solution

of　the　problcm　is　given　by（136）and（137）．

　第1図に示す如く半径a，bの円よる成る薄い輪形の板の熱伝導の問題を考える。この

輪は半径alの同心円にて二つの部分に分れ，　alとbの間は1なる一様な物質，　aとal

の間は2なる一様な物質より成るとし，各部分に於ける物理量には夫々1，2なる脚符を

附けることとする。熱は板の表面から逃げるとし，熱伝導の微分方程式として

裂一昂（苔き1＋÷誓：1）－c12Ul・

　　　　　　　　　　〔b＜sc〈al〕　　（1）

讐一叫警＋÷莞）－c・2・・2

　　　　　　　　　　〔al＜γ＜a〕　　（2）

を用いることとする。κ1，κ2は熱拡散係数，C12，C22は

板の表面からの熱の放出の度合を示す定数である。

　二つの物質の境界線における境異条件として

　　（ltl）。＝αエ＝（u2）。＝。1，

・1（∂Ul∂γ）r＝。1－k2（裂），－a、

を用いる。狛，1｛2は熱伝導率である。

又初期条件として

（2t1）t＝o＝・∫エ（γ），

（u2）、一・＝∫2（N）

（3）

（4） Fig・1

A
A
5
o
v
　

を採用する。f，（γ），f2（o－）は共にγの任意の関数を表わす。

　1　最初の問題として1’＝b及び0’＝αに於ける境界条件を

（Ztl）r＝b＝0，

（誓L－・

（7）

（8）

の如く採ることとする。

　以上の微分方程式と諸条件を満足させるために先づ（1），（2）の特解が必要である。そ

れは

ltl＝exp｛一（c12十κ12κ22α12）t｝｛∠1aiJo（rc2a’1？う十BaiYo（κ2α1γ）｝，

u2＝exp｛一（c22十iii2tt22α22）t｝｛Cα2／o（κ1α2？う十1）a2Yo（tt1α2tう｝

（9）

（IO）
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と書くことができる。α1，α2は境界条件によって決定される定数，∫0㈹，yo（X）は夫々次

数0次のBessel関数，　Neumann関数である。

　境界条件（7）を（9）に入れれば，

　　　　　　　　　　　A。エ∫。（κ2α1b）＋刀。エy。（rc2a’ib）＝0　　　　　　　　　（11）

となる。この関係は新しい任意の定数E。1を用いて

　　　　　　　　　　A・1－∫。農1の・B・1－一。。農1、）　　　　（12）

と置けば満足される。

　（10）に境界条件（8）を入れれぼ，

　　　　　　　　　　・1α、｛C。，J，（rClα，a）＋Dc，yエ（rCl・’2a）｝＝0　　　　　　　　（13）

となる。（13）は

　　　　　　　　　　　α2＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

又は

　　　　　　　　　　C。，　Jl（κ1α2・）＋D。，171（κ1α2α）＝0　　　　　　　　　　（15）

によって満足される。

　α2＝0の場合には微分方程式の特解（10）が有限であるためには

　　　　　　　　　　　ヱ）α2＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

でなくてはならない。

　α2≠0とすれば（15）は任意のα2の定数F。2を用いて，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fa2　　　　　　　　　　　　　　Fa2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）　　　　　　　　　　　　　　　　　　Da2＝－　　　　　　　　　　Ca2＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Yエ（κ1α2の　　　　　　　　　　　　　」，（rclcr2の’

によって満足することがわかる。

　（16），　（17）1こより　（9），　（10）【ま

・・1－E・・　exp｛一（・12＋・12・22a’・2）・｝（雑鵠一罐；）・

・・2－F・2・xp｛一（…＋・12・22α22）・｝（｝耀一罐13）

となる。又α2＝0の場合には（10）は

　　　　　　　　　　u，＝c。，・一・22・

なる形を採る。

（18）

（19）

（20）

　r＝a1に於ける境界条件（3），（4）はtの如何に関わず成立しなくてはならないから，

（18），（19）の時の関数が等しくなくてはならない。即ち

　　　　　　　　　　c12＋rci2rc22α12＝c22＋κ12κ22α22　　　　　　　　　　　　　（21）

が成立しなくてはならない。α2ニ0の場合には
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　　　　　　　　　　　　Ci2＋rCi2rC22αi2＝C22＋κ12κ22α22

となるCl≠c2のときにはαユ≠0であるが，　c1＝c2となれば

　　　　　　　　　　　　α1＝0

（22）

となり得る。

　α1＝0となる場合には（9）に於いてB。1＝0でなくてはならないが（9）は

　　　　　　　　　　　　Ul＝∠lal　e－Ci2t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

なる形となる。この場合には（20）のc2はClニc2とならなくてはならない。

　α2＝0又はα1＝0，α2＝0の場合を除けば境界条件（3），（4）は（18），（19）により

　　　　　・・1ぽ鵠一罐需）一碍；鵠器IL罐鍔）・（・・）

　　　E・・klr・2cr・（J，（rc2αlal）　Y1（κ2α1α1）1。（rc2α1b）　y・（r・2α1b））一瓦幽・・（㌃篇一罐謝）（25）

となる。（25）はα1＝α2＝0によって満足されるが，これは除いて考えとなる。

　これら2式から

　　　　　　　ゐ（・，α1α1）　yl（・・α1α1）　　　J，（・1α・al）」1（k・・’・α1）

　　　　・1・・α1鵠島一蘂；鵠一ll・・1α・艦曇避器1　（26）

　　　　　　　J。（・，α、b）－y。（・・α・b）　　　J1（・1・・α）　1’・（・1α・・）

が得られる。この式と（21）とから固有値κ1α2，κ2α1が決定され・それからαエ・a’2が求

められるのである。

　最初にα2＝0，α王≠0の場合を吟味してみよう。（18），（20）を境界条件（4）に入れれば

　　　　　　　　　　　・・1κ・α1磯鵠一鵠留）一・

が成立しなくてはならない。即ち括孤内の式が0とならなくてはならない。この場合は非

常に特殊の場合であって，問題の解決が困難となる。此処ではこのような特殊の場合を除

いて問題を解くこととする。

　次にα2＝0，α1＝0の場合，即ち‘12＝c22の場合を考える。（18）式は

　　　　　　　　　　Ul一瓦1・一曳蝋諜篇｝一：：ξ劃）

となる。ノo（0）＝1であり，α1の小さいときには

　　　　　　　　　　　　　1／o（rc2αlr）÷109（κ2α1γ）÷Iogα1

　　　　　　　　　　　　　】ノ0（κ2α1b）÷109（rc2αib）÷109α1

であるから

Ul＝0
（27）

となる。
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（24），（27）を境界条件（3）に入れれば，

u2＝0 （28）

となる。即ちltlもlt2も0となるので，α1＝0，α2＝0の場合を考える必要はない。

　次に本問題の固有値κ2α1，κ1α2’について考えよう。これは（21），（26）から決定される。

固有値はαエ，α2が決定されれば，それから計算することが出来る。

　αエ，α2はどのように求められるかは，（21）と（26）の二曲線をαエ，α2を両軸に採って

図に画いてその交点を求めればよい。（21）は双曲線であるから比較的簡単に画かれるが，

（26）は複雑な曲線で，それを画くには可成りの手数を要する。（26）から

ゐ（κ2α1aエ）　Y・（κ2α1α1）

　　　　　∫。（κ2α1の　　y・（κ2αエの
η1＝た・κ2α1
　　　　　」。（K2・Ulaエ）　y・（κ2α1α1）’

（29）

」。（κ2αエb）　y・（κ2αib）

∫1（κ・a’2al）　y1（κlcr2a・）

or・－ll・κ1α・ 蒜2）
】11（・1α2a）

Yo（κ1α2al）

（30）

∫1（・1α2の　　yl（・1α2a）

一
1

－
2

－
3

－
4

－
5

－
6

－
7

Fig・2

なる曲線を同じ図上にη1，α1，η2，α2を両座標軸に取った二曲線を同じ図上に画き，η1＝

η2となるα1，α2を求め，別の図にα1，α2を座標軸とする図を画けば，（26）の図示が出来

る。

　Fig．2は（29），（30）を画いたものである。（図ではkl＝1，　h2＝1．5，κ1＝1．2，κ2＝1，

a＝1．5，ai　＝1，　b＝0．6，　Cl＝1，　c2＝2，　c＝1としてある。）

　（21）の双曲線とFig・2から得られる（28）の図を同じ図に画いたものがFig・3であ

る。これら二曲線の交点からα1，α2が得られるのである。（図の数値はFig・2と同じ。）

　Fig．3から求まる正根α1，α2を大きさの順序に並べてぷ番目のものをα1“，，α2，・と書く

ことする。（18），（19）をα1，α2の許し得る総ての値に対して和を採れば
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Fig・3

　　　　の

びエ＝ΣE
　　　s＝1

　　　　　

u2＝ΣF
　　　s＝1

al．・e・p｛一（・12・22α…2＋・1・）t｝（諜鵠一

・…ex・｛一（・12κ22α…2＋c22）t｝（艦；：：3一

1；隠1：1；）・

離欝）

（31）

（32）

となる1こ（21），（24）により

叫
∫・（κ2α1，，al） Yo（κ2a’1，sal） ）－Fa・・s（ ∫・（κIC112，、al） y・（・エa’2．，al）

Jo（K’2αi，、b） 1’o（K2a’i，，b） ∫・（κ1α2．，a） 171（κ1α2，，α）

）≡A・s

と置くこととすれば，（31），（32）は次の如く書ける：

∫。（K2α1，、γ） yo（κ2α1，，O’）

・1一
ξ1仏・xp｛一（・12＋・12κ・2α・溺隠13 y・（K’2a’i，，b）

γ。（K2α1，，α1）’

y・（κ2α1，sb）

（33）

∫・（・2α1，、b）

1・（・1α2，，r） 1ア。（κ1α2，，1－）

炉
ξ1仏・xp｛一（c22＋・・2・22α…2）・｝鵠ll島 Yl（κ1α2．，α）

y。（・エα2．，αエ）’

（84）

一J，（κエα2．，α） yl（K’1α2，、a）

今簡単のために

∫o（κ2α1，、・う 17。（κ2α1ぷ？’） ∫。（・1α2，，γ） yo（κエα2，，？’）

Jo（κ2α1，，b）

∫o（κ2α1．，α・）

yo（κ2α1，，の
　　　　　　　　　　＝Xl，s（？う，
yO（K2a’1，，a1）

J、（κ1α2，，α）

∫0（κ1α2，、α1）

】ノ1（・1α2，，a）

　　　　　　　　　　＝x2，，（γ）
Yo（κ1α2，、al）

∫・（・2α1，sb） yO（κ2α1，，b） ゐ（Kla’2，，a） y、（・エα2，，α）

（35）

と置く。これらは何れも円柱関数である。これらの関数を用いれば（33），（34）は

　　　　の
Ui　＝　E　Ms　exp｛一（c12＋Ki2ft’22αi，、2）t｝Xl，，（γ），

　　　s＝1

（36）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lt2＝Σ　MS　exp｛一（c22＋κ12κ22α2，s2）t｝X2，s（o’）　　　　　　　　　　（37）

　　　　　　　　　　　s＝1

と書くことができる。又

　　　｝篇粥；鵠嵩一u・・（・…’）・；ポ芸嵩一；；耀慧一“Un（s・　r）（38＞

と書けば

　　　　　　　　　　　X・・（・）一，；1欝X・・（・）一鵠　　　　（39）

と書くこともできる。

　（36），（37）に初期条件（5），（6）を入れれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f’（o’）＝　Z　MsX1，s（r），　　　　　　　　　　　　　　　　（40）

　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　f2（？＾）＝ΣM、X2，，（γ）　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝1

となる。このような展開式が得られれば問題は解かれる。即ち（40），（41）を満足するよ

うにM・を決定すればよい。

　M、を決定するためにmを任意の正の整数とし，（40）の両辺にλ1κ22Xエ、。，（o’）　1’を掛けて

bからalまで積分したものに，（41）の両辺にk2κ12×2，m（7恒を掛けてa1からaまで積

分したものを加え合わせる：

　　　　kl・22∫：’fl（・）編ω桝厨∫：∫・ω編ω耐

　　　　　□妬（k1K22∫1’Xl・・（・）X1・m（・）・d・＋・・κ12∫11X…（・）ぷ）・り・（42）

　（39）から

　　　　∫1’x1・・（・）緬㊥一lt。（lal。0；，角）∫：㌦（s…）　tto（m・り吟　　（4・）

　　　　∫箒・（・）拓ω油㌃⑭㍍，、o∫㌘（s・・r）　”uo　（fn・r）　e’dr　　（・・）

と書ける。

　最初にsキmとする。Cn（αx），Zn（βx）をn次の円柱関数とすると，

　　　（・・一β・）∫・・　・・（・・）・（β・）d…β・Cn（・・）Zn－1（β・）一・x・Cn－1（・・）Zn（β・）（・・）

という公式がある6又

　　　　　　　　　　　∫＿1（x）＝・一　J，（x），Y＿i（x）＝－Y1（x）

であるから，

　　　　u－1（s・・）一㌃隠；；）一㌃1綴1裟一一尭綴撒＋‡濃1：：笥
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＝－Ul（s，　o’），

v一エ（s，o’）

　　　　　　　　　∫1（κ1α2，，の

　　　　　　　＝－Vl（5，　r）

尚Uo（s，　b），　Vl（s，のは

∫＿1（rCla’2，se’）　　Y＿1（κ1α2．s，う　＿　　ノ1（κ1α2．8γ） 　　Y1（rclα2．so’）

十
　　Yエ（rClα2．sa）

（46）

と書ける。

Uo（s，　b）

Y1（rc1α2，，a） ∫1（rClα2，、a）

ノo（rc2α1，sb）　　Yo（κ2α1，b）

＝O
　　　　，

（47）

Vl（ぷ，　o）

　　ノ・（rc2a’i，，b）

＿∫・（κlcr2，，a）

　　ゐ（rcla2，、の

Yo（rc2αi．，b）

Y1（κ1α2．sa）

Y1（κエα2，sa）
＝0

（48）

（49）

なる性質を有している。

　　lto（5，0’），　Uo（m，o－）は円柱関数であるから，公式（45）により，（48），（49）を考慮に

入れて

　　　　∫㍍づ嶋働

　　　　　　　　　　　［・・2・1…’・・　（・・　・）　zt＿1（fn・・’）一一⊇り輌りr

rc22 （α1，，2一α1，m2）

卜一⑰狗伽・り一一鋼輌伽のr
κ22 （α1，，2一α1，m2）

rc22

（α1孝：αエ．＿2）｛α1・一・a1Uo（Ssα1）tel（m・al）一α1・，alUl（S）01）UO（？11・a1）｝

を得る。同様にして

∫誕輌・姉

（50）

　　　　　　　一IP（≠輔伝鋼・（刺ψ・al）一・・，・alV・　（Ss・り輌・1）｝（・1）

が得られる。

　　（50），　（51）　セこよ　り

耐伸）Xl・・　（1’）・’・・’＋厨∫：餉）x2，m　（f“）rdr

　　　　　　°°　　　　　1｛lrC22　　　rC2｛α1，malU・（S，α1）・t1（m，αエ）一α1．，a12tl（S，　al）U・（m，aエ）｝

一剖一

　　　　　　十
　　　　　　　　VO（S，a1）VO（ln，・al）

一
剖倒≠≒㌶｛－kirc2ai，m

　　　　　　＋㎡≒二，｛…畷；；；：

となる。然るに（21）により

π0（δ，α1）tど・（7η，α1）　　　　　　　　κ22（α1，，2一αi，m2）

夫2κ12　　　κ1｛α2．。，alV。（ぷ，　a1）Vl（？η，01）一α2．，α仰（3

　　　　　　　κ12（α2，、2一α2，。、2）

　　　　　　　　　　　　　　　u・（5，αエ）2z1（？71，aエ）

　　　　　　　　＋兎1κ2α1，，

　　　　　　　　　　　　　　　Uo（5，al）lto（m，α1）

3－k…ia…1”il－il（s，al）s，αエ）｝］

・a’）　v°　（m・　a1）｝］

｝
（52）



9

　　　　　　　　　　　　　　Cエ2＋κエ2rc22a・i，，2　・＝　C22＋κ12κ・2α2，，2，

　　　　　　　　　　　　　　τエ2＋κ12κ22αLm2＝C22＋rCi2r22α2，，。2

であるから

　　　　　　　　　　　　　　a・1，・2一αi．・、2・＝α2，s2－a’2，m2　　　　　　　　　　　　　（53）

である。又境界条件（4）により

　　　　　　　　　　　　　　・1・・α1・雛：鵠一k・・1α・・器1　　　　（・・）

なる関係が成立する。上の式においてSの代りにmと書いたものも成立する。

　従ってsキmの場合には（52）は

k1・・　22∫1’fi（・）Xl・m（・）…＋k・κ12∫11f・（・）X・・7・1（・）・dr

　　　一翻4α1［｛α1ぷ三α1，。，ltlrc・α1・・器1－。≠。，f・・rciα…諜：3｝

　　　　一｛α1；；・－1。、，，n，　kirc2ai，m－ii：｛Z（　：：3－。≠。∋…α・ぷ誤：ll｝］一・（55）

なる結果が得られる。

　次にs＝mの場合を考える。（42）はこの場合には

　　　　　　　　　・1κ・2∫：1∫1（・）Xl・m（・）…＋k・κ12∫1∫・（・）X・…（・）・d・

　　　　　　　　　　一顯・・r・2211’x・’・・2（・）e’・・＋k2rc・2∫1、X・・m・（・）…）　　（56）

となる。（50）の左辺に於いて

　　　　　　　　　　　∫1’Xl・・2（・）・d・－u。，て：，al）∫1’…2（・…）…　　　（・7）

と書ける。然るに一般に円柱関数C。（αX）に対して

∫・｛Cn（・・）｝・d・一芸［｛C・’（・・）｝・＋（1－。鶏，）｛Cn（・・）｝・］
（58）

であり，Co’（αx）＝－Cエ（αx）であるから

　　　　　　　　　　　∫・｛・・（・・）｝・d・一芸［｛C1（・・）｝・＋｛・・（・・）｝・］

である。故に

∫1’・・2（…励一［芸｛・・12（町）＋・・2伽・・）｝］1’

となるが，（48）によりUo（m，b）＝0であるので，これは

∫：’・・2（・…）…一芸｛・12（・η・・1）＋・・2伽・α1）｝一芸｛・t・W）｝



ユ0

となる。従って

　　　　　　　∫IIXI…2（r）　rd・一芸艦：ilii）i＋1）一蒜蒜　　　（59）

が得られる。

　同様に（49）を用いて

　　　　∫：X・…（軸一V。2（；，α1）∫：，・・2（771・晒

　　　　　　　　　　　一諦。、）［芸｛v・2　（・n・・’）・v・2　（・n・・’）｝］li

　　　　　　　　　　　　w。2（㍍）［；脚・a）｝」芸｛v・2　（・n・al）＋VD2　（m・…）｝］・

従って

　　　　　　　∫：i・tm2（・）・・…霊縞一芸（：隠：霧＋1）　　（・・）

が得られる。

　　（55），　　（59），　　（60）　1・こよ　り　　（56）　【よ

　　　　　　　klr・22∫1’Xl・・2（r）・rde”＋1・・rci2∫：iX2，．2　（・）rdr

　　　　　　　　－M・圏妃（lt12（m，al）　　　　　　　　　　　　十121・2（m，al））－b・艦；：2，）｝

　　　　　　　　　＋劉・・（一u。2（η1，のVo2（7］1，a1））一・12（：1；｛篇：三；＋1）｝］　　（61）

　　　　　　　　　≡≡M．　Tノ（CUI，M，α2，抗）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（62）

となる。（61）の四角な括弧内の式は複雑な式であるのでV（α1，m，a’2，・、）と書くこととす

る。これから係数Mmを計算することができる。

　（61）から求められるAfsにより任意の関数の展開式は次のように与えられる：

　　　ア・（・）口。ξ｝：：％（吋1㌦（・）x・・（・）・dλ＋叫：，f2（・）x・・（・）・dλ）

　　　　　＝、；，。（α1．1。，，，），；鵠隠；、）∫：’f，（・）・t・（S7・）・dλ

　　　　　　　　　　　　　　　＋蕊、）∫1，f・（・）・・（s・・）・d・）・　　（63）

　　　呼ξ。蓋：：（誌（ki・22∫1’f，（・）XI・（・）・dλ＋k2rCi2∫11f・（・）X・・s（・）・dλ）

　　　　　苦（α1：。，5X°（鵠（．，tiiflii：）∫：∫1（・）・・（St・）・d・・

　　　　　　　　　　　　　　　＋蒜1）∫1，f・（・）・・（Ss・）・dλ）・　　（・・）

　（63），（64）によって任意の関数の展開式が得られたので求める温度uエ，tl　2は次のよう

に書ける：
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Ul＝exp｛－c12t｝Σ
　　　　　　　　　　　s”1

exp｛－rc、2tt22α・．、2t｝2t・（s，？’）

γ（α1，，，α2，・）

　　　　　　］t2rc12

　　　十
　　　　Vo（5sa1）

一
κエ2κ22α、，・2t｝

Uo（s，・al）
∫
i
、

Jo（rc2α1，s？令）

Jo（rc2ai．，b）

儲；1）∫1’f，（・）・・（…）・dλ

f・（・）v・（・，・）・d・）

一，xp｛－c、2t｝§exp｛

Yo（κ2α1．s？’）

Yo（rc2αi，sb）

・

｛∫。（。，αL、α1）

、－1　γ（α1，，，　a2，，）

　　　klrc22

Yo（κ2α1．sal）

　　　十
　　　　　」。（rClcr2．Sal）　Yo（rClα21．，a・）

　　　　　　∫エ（κ1α2．，a）　　Yエ（rCla’2，。a）

，、，．＝，xp｛一，22・｝£exp｛一「ci2rc・2α…2t｝

　　　　　　　　　　　　s＝1

∫o（κ2α1，sb）　　　Yo（κ2αエ．sb）

　　　　　　　λ2κ12

　∫o（re2αエ，sal）　　Yo（κ2b1，al）

　　∫o（κ2α1，sの　　Yo（rc2αi，sb）

∫：1∫1（・）（｝㍑1：：霧一：織：三；；）・dλ

∫1，f・（・）漂鵠一皇畿ll；｝）・dλ｝・

Vo（ぷ，？’） ぱ；1）∫i’f，（・）…（・，・）・dλ

・，・）・dλ）

　　　　　Yo（κ1α2，．・r）

　　　　　Yエ（κ1α2．sの

（65）

　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　＝exp←c22t｝、il　V（α1，、，。，，，）　」。（。1α，，，al）Y。（。1α，，，al）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ1（κ1α2，8α）　　　Yエ（κ1α2，so）

　　　　　　　・｛∫。（。，。1、，al）1｛’κ2：。（．，α1．，，1）∫：’fl（・）（C｛綴；一‡鵠：1り）・dλ

　　　　　　　　　　　Jo（tt2a’i，sb）　　Yo（rc2a’i．sb）

　　　　　　　＋∫。（。1α，．，、1き2κ1：。（。1α，．sal）∫1，f・（・）（撒畿；1一姜；ぽ：：碧）・d・｝・

　　　　　　　　　　J1（κ1α2，，の　　yl（κ1α2，・o）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（66）

　　これらの式のγ（α1，・，α2，・）は（62）から分るように複雑な式である。

　　H　第二の問題として境界条件（7）の代りに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（∂Ul　∂Ul一：一；－c∂t　　∂γ）。．，一・　　　　　　（・・）

を用いることとする。微分方程式及び他の条件は1の場合と同じであるとする。

　　微分方程式の特解は前の場合と同じで（9），（10）である。

　　（9）に境界条件（67）を入れれぽ，

　　　　　　　　　　　　　　一（c12十rc12rc22a’i2）｛Aai　Jo（rc2αib）十βα1Yo（κ2α1の｝

　　　　　　　　　　　　　　十cκ2α1｛Aα1　J1（κ2α1b）十BαIYI（rc2α1b）｝＝・0，

或は

　　　　　　　　　　　　Aaエ｛（C12＋κ12κ22α12）J・（rc2αlb）－6κ2α1ノェ（κ2αエb）｝

　　　　　　　　　　　　　　十Ba1｛（cエ2十κ12κ22αエ2）Yo（κ2α1b）－crc2αIY1（κ2αエb）｝＝0　　　　　　　　（68）

　　11（α1，，，α2，，）

　　　　　　　　k2rCi2
　　　　　十
　　　　　　　v・（s，　a1）

exp｛一κ12κ22α2．s2f｝

Vo（∫，　al）

∫：1f・（・）・・（

　　∫G（κ1α2，，り’）

　　∫・（κ1α2．，a）
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となる。．新しい定数E。1を用いて

Aal－

Bα1＝

Ea1
（C、2＋rCi2・・22α、2）∫・（・・α・b）－Crc・a’・・Ji（・・α・b）’

　　　　　　　　　　　　　　　Eai

（C12＋κ12κ22α12）y・（・・a’ib）－Cκ・α・】’・（κ2α1b）

の如く採れば　　　・ま満足される。

　従ってUl，212は次の如く書かれる：

・・－E・ie・p｛一（・12＋・1・・22α・2）t｝（ Jo（rc2αlo’）

（69）

（70）

（6、2＋κ、2κ22α12）y・（κ2α・b）－CrC2αlyl（κ2α・の

（C12＋rc、2rc22α・2）∫・（κ2α1の一‘λ2α1∫・（κ2αlb）

　　　　　　　　y°（κ2α1γ）　　　）・

・・一…e・p｛一（…＋・・2・22α・・）t｝（｝㍑；；

境界条件（3），（4）から

　　　　　　　　　　　　　　　Jo（κ2α1α、）v　
＿
E

一一
mu（））・

（C、2＋rCi2rC22α・2）∫・（κ2α・旬一εκ2α・1・（κ2α・b）

　　　　　　　　　　　γo（rc2αla、）

（73）

（74）

E・・kirc2αi（

（C、2＋κ12κ・2α・2）y・（rc2αlb）　－Crc2αlyl（κ・α・b）

　　　　　　　　　　　　　　　　∫1（κ2α1α1）

）－F・・（」。（κ1α2α、）　r・（rc1α2a1）∫、（κ1α2α）　　｝ノ1（κ1α2の）・

（C12＋κ12κ22α・2）」・（κ2α1旬一εκ2α1∫1（κ2α1の

　　　　　　　Yl（rc2αtal） ）一・・典・（鵠笥

（75）

　　　　　　（C12＋κ12κ22α12）y・（κ2α1b）－C・・2αlyl（rC2αib）

なる二つの関係が得られる。

一
皇篇笥）

　　　　　　　（76）

これら二式から

（ ゐ（rc2αlal）

（C12＋κ12κ22α12）∫・（m2αib）　一　Crc2Cti　Ji（rc2αib）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yl（κ2α1ロ1）

klrc2αi
　　　　　　　　　　　　　　　　　　I。（κ2α1α1）　　　　　（

　　　　　　　（C12＋rCi2rC22αi2）／・（rC2α1b）－CrC2α1・J1（κ2α1b）

（C12＋κ12κ22α12）y。（κ2αiわ）－Cκ2αlyl（rC2αib）
）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（。、2＋。12。22α12）。。（。，α1の一、。，α1。1（。，α、b））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　」，（κ1α2α1）　yl（κエα2α1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　五（κ1α2α）　　yl（κ1α2α）
　　　　　　　　　　　＝＝k2rCiα2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　／・（κ1α2α1）　y・（rcエα2α1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ（κ1α2α）　　yl（rc！α2a）

を得る。この式と（21）とから境界条件を満足するα1，α2が決定される。

　　（21）は双曲線であるから，割合に簡単であるが，（78）は複雑な曲線である。

線を作るには1の場合と同様に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η1＝（78）の左辺，

（78）

（78）の曲

　　（79）
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η2＝（78）の右辺 （80）

を同じ図上にη1，α1，η2，α2を両軸とする曲線を画きη1＝η2となるα1，α2を求めれば（78）

の曲線が得られる。Fig・　4にこれら二曲線力1画いてある。（図ではたエ＝1，　k2＝1．5，κ1＝1．2，

rc2＝1，　a＝1．5，　ai＝1，　b＝0．6，‘1＝1，　c2　・2，　c＝1としてある。）

1
1
一

1
1
1
1

Fig・4

　Fig・5には上の如くにして求めた（78）と双曲線（21）とが画かれている。図に用いた

数値はFig・4と同じである。この図で見るとα1，α2の値は無限に多くある。このように

して得られた正根を大きさの順序に並べてs番目のものを夫々α1，，，α2，，と書くこととす

るo

0

Fig・5

　上の如く定義したα1，s，α2，・を用いれば微分方程式（1），（2）境界条件（7），（67）を満

足する解は，Sに就いての和を採った
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　　2t1＝2］　Eai，s　exp｛－

　　　　　s＝・1

　　　　　　　
　　u2＝Σ　F。2，，　exp｛－

　　　　　s・＝1

の如く書くこ

　境界条件（3）により

E・・，・（

（C12＋κ12・22α1・・2）t｝（ Jo（rc2eVl，，7’）

　　　　　　　　（Cエ2＋rc12rc22αi，，2）y・（κ2α1，，b）－Cκ2α1，・y・（κ2α1，，b）

　　　　　　（・・2＋・・2・22α…2）t｝（il：－1［：：iii，：1｝一畿鵠）

とができる。

　　　　　　　　　　∫。（κ2α1．、a1）

（C・2＋rCi2rc22q’i，，2）」・（κ2α1，，b）一　Crc2αi　，，　Ji（rc2αi，，b）

y°（「c2α’・・’）

　　　），　　（81）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（82）

（C12＋κ12κ22α1，、2）∫・（κ・α1．，b）－6κ2α1．・∫1（κ2α1．・の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y・（κ2α1．，α・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C12＋κ・2κ22α1，，2）y・（κ2α・，，b）　－CrC2αi，，　1’i（κ2α・，，b）

　　　　　　　　　　　　　　　　－F・…（∫・（κ1α2，，al）　iy・（κ1α2，，alJ，（κ1α2，，の　　111（rClα2，、a）））－M・

であるから，両辺の値をM，と置くこととする。

　又

　　　　　　　　　　　　　　　　Jo（rc2α1．，r）

（C12＋κ12κ22α1ノ）∫・（rc2α1，、b）一τκ2α1，，」1（rC2Crl，，b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yo（κ2α1，、o’）

）
（83）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Uo（s，γ），　　（84）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C12＋「C12「C22α…2）y・（κ・α…b）．一・C「C・α’・・Yl（κ2αL・の、

推｛鵠一≡；㍑：13－・（…）　　　　　　　　（85）

と置く。1‘。（S，r）は1の場合とは異るが，混同のおそれはない。然るときはll　1及び2t2を

次のように書くことができる：

ul－
、』IM・exp｛一（c12＋・12…α1・・2）’t｝慧1・　　　　、『　　（86）

・・一
，li、A・・　e・p｛一（・・2＋・12・・2α…2）t｝：°£る・　　　　　，（87）

　　或は　　　　　　　　　　　　　，’”・．．

　　　　悉’詰一x…（り・　t’t’・’t『　　　　　　　：（88）

　　　　　鵠一X…（・）　　　　．’　　　　　（89）

と書くことによれば次のようilgも書ける：　　　　　　．　　．’

・tl一芸M、　e・p｛一（・1・＋r、2rc、・α1，，2）t｝．Xl，k（・），．　　　　　　　．　　（90）

　　　　　∫ご

u2－、81M・exp｛一（・22＋・12・22α…2）．t｝X…（7‘）・．　　　　　　　（91）

　　これに初期条件（5），（6）を入れれば，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　　　　　　　f，（r）＝Σ　M，Xi．，（γ），

5＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　f2ω＝Σ　MsX2，，（丁）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝1、

となる。これを満足するようにM，を決定しなくてはならない。

k2κi2×2．。、（？’）γを掛けてalからaまで積分したものと加え合わせる：

司1㌦（帆Tll（・）・d・＋lt・κ12∫㌃（帽・）…

　　　　　　　一菖〃・（・1・22∫11×1・・（・）Xl・tn（・）⌒・1・∫11

　最初にS≠fllの場合を考える。

　　　　　∫：1XL・（・）XI・m（・）品一，輌）；、。（，。，α1）∫：’lt・（輌（…梱・

である2to（s，？’），lto（m，りは円柱関数であるから，

　　　　　∫：’…　（・・　・’）lt・（・・…）　rdo’

　　　　　　．［一・・r2a’1．．o’lto　（s，　？’）　er1（・…）＋・・α1・・rUl　（se　r）1…（・・1・・）］：1

（92）

（93）

M、を決定するために（92）にklrc22　Xl，m（x－）xをかけてbからalまで積分し，（93）に

x・・ωx・・f・s（・）rdr）・（・4）

　　　　　　　　　rc22（α1．，2一α1、。2）

＿一
・r2a’1．，。alU・（S，al）Ul（m，　al）＋κ2・a’1．・al・tl（S，al）1・・（711，・al）

　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　　　　”22（αi，、2－a’i．．2）

となるo境界条件（67）によれば

　　　　　　　　　一（c12＋fii2tr22αi，，2）Xl．，（s，　b）　一　Cr2　a’i，，Xi．s’（s，　b）＝＝・O

　即ち

　　　　　　　　　　（c12＋κ12κ22α1’鴛漂）一…α1・・箒：1｝）一・

となる。これから

　　　　　　　　　　　　　　　C12＋κ12κ22αL，2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uo（s，　b），　　　　　　　　　　　Ul（s，b）＝

　
▼

　　　　　Cκ2αLS

．．，．．，．、　C12＋rCi2n22αt．rc2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uo（m，　b＞　　　　　　　　　　　ltl（fn，b）＝

”
　　　　　　cκ2α1．tn．

なる関係があることがわかる。これら二式から

　　　rc2αi，．b　U、（S，b）U。（7n，b）－fi2a’i．，b　tt・（S，b）ltl（in，b）

　　　　　　　tc22（α1，，2一αLm2）

it2a’i，mbu・（S，　b）　tti（fn，　b）－rc2a’i，，btti（S，　b）U・（in，　b）

　　κ22（α1．、2一α1．m2）

「c2‘　（（111・m（C12＋κ12κ22宅：念1°（S，b）　U°　（m・∋

（95）

（96）

（97）

κ22 （αL，2一α1．m2）
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　　　　　　　　　　一α1・s（C12＋tgg21！g：｛；kXii2　rc221it°（S・b）　’t°（m，b））一一

が得られので，次のようになる。

　　　　　　　　∫i’・1・（s・・）・t・（・…）…

bκ12κ22
　　　　　u・（s，　b）lt・（m，　b）

　Crc22

＿－
rC2a’1．，，allt・（S，　a1）tt1（7n，aエ）＋rC2α1，・a1U1（S，　al）2t・（7n，a1）

t・　22 （αL，2一α1．。、2）

．

brc　12rc22

　　　　　Uo（s，　b）lto（m，b）．
　Cκ22

（98）

次に

∫i，X…（・）X・・m（・）・d・一 1

V。（S，al）VO（m，a・）

∫1，・・（S，　a’）　v・（m，　？’）　rd・

を考える。

∫1，・・（s，・・’）Tノ・（7η）…

卜・1α…rv・・（・…）　vl　（m・・’）＋・1α・…’Vl（…）V・（・…）］：1

　　　　　　　　　　　　　　　　κ12（α2，、2一α2，幼2）

＿一
κ1α2，。・刀・（s，のVl（m，a）＋κ1α2，・αび1（δ，のび・（η2，α）

　　　　　　　　　　　　　　　　十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ12（α2，，2一α2，。、2）

然るに（85）のVo（s，　r）の定義から

　　　　　　　　　　　　　　　　　・1（…）一鵠；ll3－：織蓑；

なることがわかるから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－u1（s，　a）＝O，　　Vl（m，　a）　＝0

である。従って

　　　　　a・・（…）…（・η・・）…一κ1α2・sa’V°（ぷ・a’）〃1£；1麗ll：lla’V’　（S・　a’）V°（7？1・aエ）

∫
l
i

となる。

　　（98），

　　　　　　κ12（α2，、2一α2，m2）

κ1α2．．a1V・（ぷ，　aエ）Vl（fll，aエ）一κ1α2．、alVl（S，　al）V・（S，α1）

　　　　（100）から

lt・κ・2

∫：1×1・・（・）X1〃（・）・d・　＋　iL2x12∫：1X…（・）X・・m（・）・d・

　　　　　　　　　ltltt22　　　一κ2α1．maエU。（S，　al）Uエ（m，a1）＋κ2α1，，a・Ul（S，　al）lt・（m，a1）

（99）

（

（100）

lt・（S，　al）2t・（m，　a1）

醸22π・（s，b）　it・（”1））

rc22 （α1．，2一α1，．2）
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　　　　　　十
　　　　　　　　V・（S，al）V・（”1，　al）　　　　　　κi2（α2．，2一α2．。2）

　　　　一α1，ピ‡1．。・←・・α・’・；；；｛；；；：ll＋・・α1・・畿w（　））」κ11κ22⊇織Cll｝）

　　　　　　＋。，，liiiiii，，m・（・1α…ww（　）－rclα・・畿認）

となる。境界条件（4）から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・1・・α…1：｛1：3－ll・・1α…畿1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・1・・α一；；；｛；；；：駕一…1・織；；1：駕

なることが言われる。又（53）で与えられているように

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1．、2－a’i，．2＝α2，、2一α2，別2

であるから，δキ7ηの場合には，次の結果を得る：

h，，“22
∫li．x，，・（・）X1・・n（・働・li12∫．a　、　X…（・）X・”t（噛

　　　　一al（hiκ2a’i，m　ltl（fll，al）αL，2　a’i，。、21t・伽，aエ））＋。鷲㌃・誤w‘’）

　　　　　　＋・1（刀1κ2α1．，　ltl（S，al）　　人2κエα2，s　Wl（ぷ，al）α1，・2一α1，”，21t・（S，・エ）　α2，，2一α2，。2　V・（ぷ，α1））－tsエ1κ22≒；鵠ll；｛鵠

　　　　一」1κ1：22b器鑑1｛；；ll島・　　　　　　　　（1・1）

　次に5＝fllの場合を考える。

∫：1｛X1・m（・）｝・…一｛、t。（．t。iii）｝，∫：1｛・t・（…？’）｝・…

　　　　一｛，t。（。；。1）｝・［S’｛2t・（fll…’））・＋（u・（・11・・’））・｝］『

　　　　一｛tt。（de）｝・［α；2｛（lt1（・…1））・＋（・t・（・・…））・｝－f｛（Ul（（・ψ））・＋（・・（7・・の）・｝］・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（102）

∫11｛X・・m（・）｝・O・・1・・＝＝｛V。（。；α1）｝，（f｛（・ノ1伽・・））・＋（V・（111・・））・｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一儂2｛（Vl（…α1））・＋（V・（・・，・1））・｝）

である。然るに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v1（fll，の＝0

であるから，

舌2κ12 κ1α・．”・alV・（・，　al）Vl（・・，・1）一κ1α・，，alVl（・，　al）V。（・・，a1）
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∫li｛X・・m（・）｝・rd・一｛。。（。la）｝・（三（・・（・…））・一箋2｛（・1（…α1））・＋（・・（…α1））2｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（103）

が得られる。

　（102）及び（103）に依り

　　・1κ22∫：1｛X1・nl（・）｝・…＋ll・κ・2∫11ぷ・）｝・…

　　　　一｛　　　kin221t・o（m，al）｝・（儂2｛（・1（…α1））2＋（U・（・…1））2｝

　　　　　　　　　　　　　　　一；｛（・・1（・・，b））・＋（・・（…り）・｝）

　　　　＋｛　　　h2ici2vエ（711，al）｝，（；（V・（・1・・））・一儂2｛Vl（（・・，・・））・＋（V・（・…1）2｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　≡σ（α1，。、，α2．。）　　　　　　　　　　　　（104）

となる。（104）の式は複雑なのでσ（α1，ml　a2，m）と書くこととする。

　（101），（104）により

　　tu22∫11∫，（・）X1・nl（・）7’・・’＋k・・12∫11∫・（・）X・…（・）・・1・

　　　　一」1κ1：・2鵠1鵠磯3孤ゐ1κ；κ22b艦3）2

　　　　　　　　　　　　　　　＋Mn、σ（α1，n、，α，．m）　　　　　　　　　　　　（105）

となる。これに（92）から得られる関係：

　　　　　　た1κエ≡κ2⊇鵠f1（・）一た1κ1；κ22b畿繕・椥；：：；｝

を加えれば

　　　・1・22∫：’fl（・）X1・m（・）・d・＋ll・・12∫：，f2（・）X…（・）・・λ＋た1雫22わ畿島∫1（旬

　　　　一・・，n（u（・！…　・・…）＋’’”1｛2faty2b（畿3）2）

　　　　＝M。、v（a’1，m，・・．の　　　　　　　　　　　　　　．　　　（106）

が得られる。（106）の右辺の複雑な式をV（α1，m、　a2，nt）と書いてある。

　（106）によってMsが与えられるので，　fl（r），f，（γ）の展開式は次のように書かれる：

　　　　　　　　　　　fl　〈1－）＝，；IM・x1・・（°‘）

　　　　一ξ1，蓋ll！念．」（・1…∫：’fl（・）X1・・（・）・dλ

　　　　　　　　　　＋lt・・12∫11f・（・）X…（・）・dλ＋1‘’「cエ；κ22b鵠f1（b）），（1・・）

　　　　　　　　
　　　f2（1’）＝ΣMsXz，（γ）

　　　　　　s＝1
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　　　　講，蓋：1念）（吋11∫1（・）Xl・s（・）・dλ

　　　　　　　　　　　　　　＋厨∫ン（・）x・・s（・）・dλ＋≡み

（107），（108）によって任意の関係の展開式ができたので，

lto（s，　b）

Uo（s，　al）

問題の解は次のように書かれ

f’（の〉
（108）

る：

，tl－，xP｛－c12t｝Sexp｛一κ12κ22α1・・2Z｝

　　　　　　　　　　　　s＝1
v（α1，，，α2，、）

Jo（κ2αL，γ）

（C12＋κ12κ22α1．、2）Jo（κ2α1，，の一Cκ2α1，s　Ji（ti2a’i，，b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝’。（κ2α1．の

×

（C12＋κ12κ22α1．，2）y・（κ2α1，，b）－Ctc2α1．、Yl（κ2α1，，ゐ）

∫0（rc2α1．，al）

（C12＋κエ2κ22αi，，2）」・（rc2α1，，b）－Cκ2α1，」1（κ2α1，、b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝’・（rc2a’1，，a1）

・

（C12＋rci2rc22αi，，2）Y・（κ2αL、b）－Crc2a’1，，yl（tt2a’1．，b）

　　　　　　　　　　1。（κ2α1，，λ）

×

（Ct2＋κ12κ22α1，。2）∫・（rr2a’i，，b）　一　crc2a’i，，∫1（κ2α∫，，の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1’o（κ2αL，λ）

叫：右（・） （612＋tti2it22a’i，，2）1’・（κ2αL，b）一εκ2α1，，】11（κ2α1，，の

Jo（lt2a’i，，α1）
λdλ

（Cエ2＋κエ2κ22α1．，2）1・（rc2αi．↓’b）－cr・　2a’i，，　Ji（rc2a’1，、b）

　　　　　　　　　　　　　　　y・（κ2α1．、a1）

＋

　　　　　　　　　（C12＋κ12κ22α∫．、2）】’・（κ2α1，，b）　－Crc2a’i，，y1（・2αi，、b）

　　　　　∫O（κエα2，，λ）　　　Yo（κ1α2，．λ）

　　　　　」，（・1α…a）　1’1（・1α…a）λdλ
f，（λ）

　　　　　Jo（rClα2，，aエ）　】’0（rCla’2．、al）

ノ、（rclα2，，，a）　yl（κla’2，，a）

　　　　　　　　　∫o（κ2α1，，b）

（C・2＋rci　2κ22αi，，2）」・（κ2αエ，、の一Cκ2α1．，ノ1（rc2αi，sb）

　　　　　　　　l　　　　y。（tclα，．，b）

，　leirCi2iC22　b

十
　　　　c

（C、2＋κi2κ・2α・，，2）y・（rC2α1，，b）－CrC2a’1，，γ、（rC2a’i，，b　　　　l　　　I・（rc2α1，、al）　　）右（・）
，

（C12＋κi2κ22α1．，2）∫・（κ2α・，，の一‘κ2αLJI（rC2αi，，b）

　　　　　　　　　　　｝’・（rc2αi，，bi）

■

（C12＋κ12κ22αL，2）y・（rc2a’1．，b）　一　crc2α1，，　Yl（rc2a’i，，b）

u2－，。p｛一　C22t｝£eXP｛一・12κ・2α…2t｝

　　　　　　　　　　　　s＝1

（109）

×

∫。（κ2α1．の

一一
J，（rc2a’1，、の

γ（a’1，，，α2，，）

Yo（κ2α1．，r）

Yl（κ2α1．sa）

」・（tt2・rl．、a　1） yo（rc2α1．、al）
（

y1（κ2α1，、の

〃
・

A （110）

」，（rc2a’1．，a）

この式の中の1，（α1，、，α2．，）は（106）で与えられる複雑な式である。
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皿　次の問題としてγ＝b及びr＝aに於ける境界条件を

（∂τt1∂r）r．b－・・

（lt2）。一。＝0

（111）

（112）

の如く採ることとする。他は問題1と同じである。

　この問題の解は問題1の解と殆んど同じに出来る。固有値κ2α1，κ1α2は（22）と，（26）

の代りに

」1（κ2α1θ1）　γ1（r，2a’lal） ノ1（κ1α2αエ）　yl（tila’2a1）

1｛1、rc，α1∫1（・・α1の

　　　ノ・（κ2α1α1）　　　　　　　　　Yo（κ2α1α1）

Yl（ft－2a”b）一㎏1叱綴鵠荒留）

j。（κ1α2α）　　yo（κ1α2の

（113）

∫，（κ2α1の　　　Y1（rc2α1b）

を用いて決定される。

　問題1に用いたと同じ数値を用いてFig・2とFig・3に対する図を画けばFig・6とFig・

7になる。

　一70
’

　　－60

一
90

－
lca

－
110

一
犯D

α

否

1；ig・6

今

∫。（κ2α1．、？）　y・（rc2α1．，r）

Xl・s（・）一㌃隠詔 Y1（rc2a’i．，b）

y。（rc2α1．，al）’

（114）

ノ1（ti2α1，，の　y1（rc2a・エ，，の



1富

13

12

11

10

9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Flg・7

　　　　　　　　　　　　　　ノ。（’Cl・a’2，，0’）　Y・（rcla’2、，1’）

　　　　　　　　　　　　　　」。（κ1α2，，α）　y・（κ1α2，，の
　　　　　　　　　X2，5（，’）＝
　　　　　　　　　　　　　　Jo（κ1α2．，al）　y・（κ1α2．、σ1）

　　　　　　　　　　　　　　∫。（ttla’2．，a）　y・（rCla’2．、の

と置くときは，解Ul，lt2及び任意の関数f’（0’），f2（？うは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lt1＝cxl）｛－c12t｝Σ　M、　exp｛一κ12κ22α1，・2t｝Xl．・（7’），

　　　　　　　　　　　　s＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　！12＝eXP｛一・C22t｝Σ　M、　exP｛一・12κ22α・，s2t｝X・，・（r），

　　　　　　　　　　　　s；1

　　　　　　　　　　　　　f’（x’）＝ΣM，X1，、（1’），

　　　　　　　　5＝1

　　　　　　　　　　　　　　∫2（γ）＝ΣM。X2．s（r）

　　　　　　　　s＝1

の如く表わされる。M・は初明条件から決定される定数である。

　又

　　　　　1・・　（7’）　S）一弁隠6；一；1隠まナ・

　　　　　Vn（rJ・）一霊訂一；；1隠1汁

と置く。然るときは∫1（γ），∫2（r）の展開式は次のようになる：

　　　　　　　　　f，（？’）＝ΣM、xL，（o’）

　　　　　∫＝1

21

（II5）

（II6）

（117）

（II8）

（119）

（120）

（121）
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　　oo

＝Σ
Xl．、（7’）

s＝1u（a’1，s，α2，，）

　　　　・t・（r，s）

（・1κ・2∫：1右（・）Xl・s（・）・dλ＋厨∫ぱ（・）x・・s（・）・dλ）

一
三u漂念）G器∫：ゆ晦（・，・・）・d・

　　　†7v。（。、，、）。1

｝’。（rc2α、，，r）

夫2κi2

Jo（tl2a’1，，o‘）

Sl，f2（・）v・　（・…）・dλ）

」，（rc2αi，、b） y、（κ2α1，。の

∫o（κ2α1，，α1） yO（κ2α1．、al）

　
　
　

。。

Σ
＝
　
　
b

　

＝

∫1（κ2α1．，の 】ア1（rc2α1，，の

× ｛pm（＿），

σ（a’1，，，α2，、）

　　　λ1κ22

y。（κ2αL，α1）

∫i’f，（・）（膿1：撒一

y・（κ2α1．，b）

y。（κ2α1，，λ）

1’・（κ2α1，。の

）λdλ

」，（h－2α1，，b）

＋
輌，≡芦≒㎞，句∫：た（・）（ ∫0（κ、α2．，λ） 1’。（κ1α2，，λ）

∫・（κ1α2，，α）

y。（rClα2．，a）

y・（κ1α2，，の

）…｝・

Jo（κ、α2．，a）

（122）

　　　　　　oo
f2（丁）＝ΣM，X2，、（x）

　　　　　s＝1

－£x…（γ）
、－1σ（α1，，，α2，，）

　　　　・u。（rt　5）

（婦∫：五（・）x・・s（・）＋k，ff，2∫i！2（・）塩（・）・dλ）

一
菖σ隠1念）（

lllh・22

∫0（tCla’2，，O’）

・t・（a1，s）

∫：’f，（・）u・o　（A，　s）・dλ

，　ll　

2rc　12

十
　　v・（α1，s）

Y。（κ1α2，、O’）

r。（rCla’2．，の

∫1，f2（・）・・　（・…）・（1λ）

Jo（κ1α2．、の

∫o（κ1α2，，α1） y。（κ・α2，，α1）

一

£J・（κ・α…a） ｝ノ・（rClα2，，a）

s・＝1

モ×
σ（α1．、，α2，・）

　　　　　　　klrc22

yo（rc2a’1，，al）

∫1’fl（・）（㍑1；一 yo（κ2α1．sλ）

∫。（κ2αL、al）

yl（κ2α1．、b）

y1（t“2αi．、b）

）
…

十
　　　」。（κエα2，、al）

∫1（κ2α1，，の

　　　　　　　λ2κ12 Y。（⊇∫11・（・）（罐撒一

y・（κ1α2，，α）

y。（κ1α2，，λ）

yo（κ1α2，、a）

）・dλ｝・

Jo（κ1α2．、の

（123）

但しu（α1．，，αz，）は次の式を表わす：

σ㎏叫一
蒜）｝2［儂2 （｛Zt。’（al，S）｝2＋｛・t・（a1，S）｝2）

一

；伽（b・　・）｝・］
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　　　　k2κ12
十
　　｛v・（al，s）｝

，［鋼色の｝L芸（｛V・’（α1，ぷ）｝2＋｛V・（al，δ）｝2）］・
（124）

上の結果により求める解は次のようになる：

∫0（κ2α1，の yO（k2α1．、r）

一｛一唖隅芸票｝ゐ輌）
y1（夫2α1，、の

・｛　　　　　　　　　　　k2ici2
　　　Jo（κ2α1．，α1） γ。（κ2α1．、al）

　　　∫0（κ2αL、αユ）　yo（夫2α1，、α1）

J，（rc2αi，・b）　yl（k2αi．，b）

∫1’f，（・）機三1：；｝一；；；｛3三：f））・dλ

J，（ff2αi，，b）

十
　　1・（tCla’2．，al）

　　】11（κ2α1，、b）

た2κ12

yo（κ1α2，、01）

∫ン（・）G麗：：3一

y・（κ1α2．、の

yo（κiα2．，λ）

γ・（κ1α2，、α）

）・dλ｝・

Jo（κ1α2．、α）

（125）

∫o（rclor2，、？う y。（κ1α2，、・’）

lt2一唾一醒究慧剖織笥
1’。（ttla’2，，の

ア。（κエa’2，，al）

v× tt

∫・（fiiα2．，a） y・（κ1α2，、a）

．

A （126）

W　問題HIの境界条件（112）の代りに

（警：＋・警硫一・ （127）

を用いることとする。他は問題IHと同じ微分方程式，境界条件及び初期条件を用いる。

　　この場合のκ2α1，κ1α2を決める式は（26）と（113）の代りのに

」，（rc2α1al） yl（rc2αlal．）

λ1κ2α1
J，（κ2α1旬 y1（κ2α1の

Jo（κ2αエal） yo（κ2αエal）

∫1（κ2α1b） ア1（κ2α正6）

∫1（κ1α2α1）

（C22＋κ・2κ22α22）」・（κ1α2α）＋CrCtα2・1エ（rCla’2a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y1（tt1α2al）

le2ttiα2

（げ＋κ12κ22α22）y・（κ1α2α）＋α・1α2ア1（κ1α2・）

Jo（κ1α2α1）

（128）

（C22＋rci2tt22α22）∫・（rcla’2の＋CrCia’2∫エ（rClα2a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y。（κ1α2α1）

（C22＋κ12κ22α22）y・（κ1α2α）＋τκ1α2yエ（κ1α2α）

なる式から決定される。

　Fig．5とFig・6に対する図は同じ数値を用いるFig・8，　Fig・9となる。

　問題IVに於いて
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∫・（κ2α1，，γ）

　　　　　Fig．9

y。（κ2α1，，？’）

x1，、（γ）＝
　　　　　　　∫。（κ2α1，、α1）

∫1（κ2α1，，b）　y1（κ2αL、の

y・（κ2αL、al）’
（129）

J1（κ2α1，、b） 】’1（κ2αL、b）

　　∫・（κ1α2．，り’）

（C22＋κ12κ22α2，，2）1・（κ1α2，、α）＋Cκ1α2，」エ（κ1α2，、α）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ・（κ1α2，，り

X2．3（？’）＝

（C22＋rc・2κ22α2．，2）11・（κ1α2，，α）＋CκICI　2，」’1（κ1α2．、・）

∫・（κ1α2，．α1）

（130）

（C22＋κ12κ22α2．，2）∫・（κ・α2．，の＋Cκ1α2，．ゐ（κ1α2．、a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　yo（κ1α2，、a1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C22＋κ12κ22α2．，2）r・（κエα2．、の＋‘κ1α2．，yl（κエα2．、a）

と置くときは，ltl，　lt2及び任意の関数f’（。），∫2（りは夫々（H6），（II7），（118），（H9）と

同じ形の式で表わされることになる。
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又簡単のために次のように置く：

　　　　　　　　　　　　　1・n（rJ　s）一｝隠聞一

v。（r，s）＝
ノ。（rcエα2．の

y。（κ2αL，？’）

Yl（κ2αL、り’

（C22＋tri2rc22α2，，2）」・（rcエα2．、の＋Crc・α2．」1（κ1α2，，α）

　　　　　　　　　　　　　　　　　y。（κ1α2，，り

（131）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（132）
　　　　　　　　　　　　　　　　（C22＋κ12κ22α2．，2）y・（κ1α2．sa）＋・κ：α2，，y1（κ1α2．，の

計算の結果f’（り，∫2（りは次の如く表わされる：

f’（・）一、量。えll：2，s）（1・　1　・・22∫：’f1（・）Xl・・（・）・・λ＋ll…2∫1，f・（・）X・・s（・）・dλ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋k2n1≡κ22μ畿3∫・（の）・　　（133）

f・（・）一、量。瓢」（lt…2∫1’fl（・）Xl’・（・）・dλ＋ll・κ12∫11f・（・）X…（・）・dλ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ゐ2κ1；κ22α綿∫・（の）・　　（13勾

但しγ（a’1，，，α2．，）は次の式を表わす：

・（α1・・・・…）一
｛，∫。緩ll）｝，［芸｛（・・1（al・・））・＋（・t・（・1・・））・｝－f｛（Uo（…））・｝］

　　　　　　　　　　　＋蒜；）｝，［三｛（・・（…））・＋（・・（…））・｝一芸｛＠1（・1・・））・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（V・（・1・・））・｝］＋た2κ1；κ22θ艦3）2・　（135）

求める解は次の如く書かれる：

、ltl－・・p｛－c12t｝，曇exp；譜鵠s2‘｝X1・・（・）（・1…∫11f，（・）X・・（・）dλ

　　　　＋…12∫：，f・（・）X…（・）・dλ＋夫2κ11κ22α‘°器∫・（a）），　　　（136）

lt2　＝・・p｛一…t｝，量exp姜芸1；欝52Z｝X…（・）（　　〃　　）・（137）

Xl．，（り，　X2，，（？う，　Vn（r，　s），γ（α1，，，α2，、）に複雑な式を入れて書くことは省略する。


