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相異なる物質の二つの部分より成る棒の熱伝導＊

小　　平　　吉　　男

Conduction　of　Heat　in　a　Bar　Colnposed　of

Two　Parts　with　Different　Materials

Yoshio　KODAIRA

　緒　言　　異なる物質の二つの部分より成る固体の熱伝導，或は絃の振動に対する境界

値問題の解は既に何回も発表し，本紀要においても数回発表した。今回は棒の熱伝導を取

扱うこととする。この問題の固有値の求め方は，今迄の一次元の場合と異なり，前回に発

表した＊＊二次元の熱伝導の問題の固有値の求め方と一致している。これは問題の性質上当

然のことではあるが，一応注目に値すると思われる。以下二，三の例によって解法を説明

しよう。

1．　棒の両端で温度が0の場合

　棒の二つの部分の各々に対する諸量を表わすために夫々脚等1，2を附けることとする。

棒の第一の部分の長さをal，第二の部分のそれをa、とし，且つa、＋a2＝aとする。こ

こで用いる微分方程式は

吾一㎡芸ト砲， 〔0＜xくal〕，

与一弓吾一砲，〔a、＜x＜a〕

であるとする。棒の両端における境界条件は

　　　　（u、）x．o＝0，　　　　　（〃2）x．a＝0

である。又，棒の二つの部分の境界においては

　　　　（a・）x・・a・一ω一・・ち隈）x．。、－k・（釜）x。a、

なる境界条件が成立するとする。初期条件としては

　　　　（Ul）t．。＝五（X），　　（μ2）書．。＝f，②

を採る。f，（x），　f，（x）はxの関数である。

　　微分方程式（ユ），（2）の特解を

　　　　π1＝e≡（bl2＋κ12κ22α12）t（Aai　COSκ2α1エ十Bcr，　sin　r2crlX），

　　　　α、＝e－（ε・’＋K・2・・’・・2）t｛C。、cos・Nla’、（a－x）＋D。，　sinκ、α，（a－－x）｝
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なる形に書くこととする。

　如何なる時刻においても（5），（6）の如き境界条件を満足するためには

　　　　b、2＋rc、2rc22α、2＝ろ、2＋κ、2κ22α、2

なる関係が成立しなくてはならない。

　境界条件（3），（4）により

　　　　．A。、＝0，　　　　C。、＝0

となる。又境界条件（5），（6）により

　　　　Bα1sinκ2α1α1＝Dα2　sinκ1α2α2，

Baikirc2αi　cos　K2α1aエ＝Dα2k2rclα2　cos　Klα2a2

を得る。（13），（14）から

　　　　　　　　　　　ゐ1κ2α1　　　　tanκ2α1α1
　　　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　　＝O　　　　　　　　　　　k2rCiα2　　　　tan　rClα2a2

が得られる。

（11）

（12）

（13）

（14）

（15）

　（11），（15）からα、，α2が決定される。正負絶対値の等しい根が存在していることは容

易に分るであろう。その数は然限に多いことは次のように（11），（15）に対する図を画いて

見れば分る。今κ、α、a、ニξ、，κ、α2a、＝ξ2と置けば（U），（15）は

　　　　b・2＋肇2－b・2＋讐　　　　　　　　　（・6）

　　　　麗ξ＋雛一・　　　　　　　　　（・7）
となる。（16）は

　　　　　ξ2

　　　　ξ2．3

ξ2．2

ξ2．］

ξU　　ξ1．2　　ξ1．3

に：；：二
　　　　　第1図
ta告霧ゴ魂（b・…一一b・・）・＝一・

　　　　　ll乏一＄嚇一α・

ξ1
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rCiξi　．　　．　κ2ξ2　　　　κ、ξ、
　　　　　　　＝士
　　　　　　　　　　a2　　　　　aI

を漸近線とする双曲線である。（17）は複雑な曲線であるが，第一象限の部分だけが第1図

に画いてある。（17）はこのような曲線を無限に繰返すのである。この曲線と双曲線（16）と

の交点が根を与えるのであって，その数は無限にあることが了解出来るであろう。

　（16），（17）の正根を大きさの順序に並べて番目のものをと書くこととすれぽ，

　　　　　　　ξ、，s　　　　　　　　　　　　　　ξ2，s
　　　　　　　　　，　　　cr2tS＝　　　　α1，S＝
　　　　　　　　　　　　　　rCla2　　　　　　　rc2al

に依って与えられる。このα、，、，α、，、を用いれぽ微分方程式の境界条件を満足する解は

　　　　　　　　のUlニε一あ・！t ΣM，e－Xi？K22at・s2tXi，s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亀9

　　　　　　　　SPil

　　　　　　　　ゆ・t、－e’b・2’ ΣM、・’K・2K22・…”X、，、

　　　　　　　　s＝1

のように書くことができる。但しX、，s，　X、，sは次のものを表わす：

　　　　X1，s＝sil1κ1α2，8α2　sinκ2α1tSエ，

　　　　X2，、＝sin　rc2at，Sa、　sinκ、α、，s（a－－x）．

　（20），（21）に初期条件（7），（8）を入れれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぽ　　　　に

　　　f，（x）＝・　£　Msxi，，，　f’（x）一Σハ4x，，，

　　　　　　　　　Strl　　　　　　　　　　　　　　　　　Sul

（19）

（20）

（21）

（22），　（23）

となる。Msを決定するには（22）にk、κ22X、、mを掛けて0からa、まで積分し，（23）に

k，κ、2×2，mを掛けてa、からaまで積分したものを加え合わせる：

　　　　k・r・・2∫9‘f・（・）X，・…＋・・rc・2∫：五（・）X・，・dx

　　　　　　＝・義Ms（k・・…　19’　x，・sx…d・c＋・・…2　Ja．，x…x…nd・］）・　　　（24）

然るに

・・一∫9’・i…α・調・晒…dx

　　　　　　　　　　　　　κ，（α、，、2・一α、，m2）

…　Jl，・・…a…（a－X）・・・・・…m（a－・）・dx

　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
α1，m　Slnκ2α1，saエCOS　rC2α1，mα1一α1，s　Slnκ2α1，mal　COSκ2α1，sal

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

＿　α2，m　Smκ1α2，δα2　COS　KIαs，ma2一α2，s　

Smκ1α2，πLα2　COS　rC1α2，sa2

　　　　　　　　　　　　　　　　κ、（α，，、2一α，，m2）　　　　　　　　　　’

　　　　i・一∫gi・・n・・・・・・・・・…　＝－El’一（　　　Slnκ2α1，7πα1　COS　rc2α1，mal1－　　　　　　　　　alrc2α1，m　）・

　　　　・・　＝＝　Jl，・・n・r・・a’…（・一・）一丁（1－sin晒蒜竺話）

である。（9）からα1，S2－cri，m2＝cr2，、2一α，，m2なる関係があるから

k・r・・2　J92X・・sXi・幽・…2∫：X…X…dx

　　＝klrC22　Sinκ1α2，εa2　Sinκ1α2，ma21i十k2rC12　Sinκ2α1，sal　Sinκ2α1，mall2

（25）

（27）

（28）

（29）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　SlnrClα2，sa2　Slnκ1α2，ma2　Slnκ2α1，sal　Slnκ2α1，mal

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1，2s　一α、，m2

　　　　　　　　×｛（kirC2αi，m　COt　rC2α1，mal十ゐ2κ1α2，m　COtκ1α2，ma2）

　　　　　　　　一（ゐ1κ2α1，s　cotκ2α、，sa、十k2κ、α2，s　cotκ、α2，sa2）｝，　〔s≠m〕　　　　　．　　　（30）

となるが，これは（15）により0となる。

又（13）を用いれば，

　　　　　klr・22∫9’x・…d・＋k…2∫11X…2・・

　　　　　　　　一†（・・k・・22S…κ・a’…a・＋▲2S・n2κ・α・t・a・

　　　　　　　　＋k…Si・rc・α…al　C・…α・・…＋k・「c・　Sin　「C・α…a・C・・κ・α・・sa・

　　　　　　　　　　　　　　　　α1，S　　　　　　　　　　　　　　　　　　α2，S

　　　　　　　　一去｛a・k・・22S…r…’…a・＋・・・…2S・n2κ・α…a・

　　　　　　　　＋（　　1　　　　1α2，m2　α、，m2）fe…a’・・m・・・…α…・・S・…α・・…C・…α・・…｝

　　　　　　　　≡V（a’、，m，α、，m）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

となる。V（α、，m｝α2，m）は（30）の右辺を簡単に表わすために用いたものである。

　（30），（31）の計算によって（24）から係数Mmが求められる。この係数を用いれば任意

の関数　f，　（X），f，（X）の展開式は次の如くなる：

　　　　　五ω一義γ（Xi，sα1，S，　α2，S）（k・…∫9’・・（・）X…d・＋k…2∫1、f’（2）X…d・）

　　　　　　　　一るsin篭三S芸…X（・・κ・・S・…α・・…∫9’・・（・）・・…α・…d2

　　　　　　　　　　　　　　　　＋…、2si…α・，sa・∫1，f・（P・）・・…α…（・一・）d・）・　（32）

　　　　　f’（2）一るγ（。鳶・・α、，，）（k・・22∫11五（・）X，・…＋k，rc・2∫1己（・）X・，・・）

　　　　　　　　一るSiilLE・α諜芸κ齢（a－x）（k・・22S・…α・・sa・∫9’・・（・）・・…α・・…d2

　　　　　　　　　　　　　　＋…、2S・…α・，・a・　Jl、f2（）’）・・…α…（a－2）d・）・

（32），（33）の展開式により，問題の解は次のようになる：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　・・－e－5・2曇・・’κ・’・1・・2τSln篭：元S鵠αエ’sX

　　　　　　　・（k・…S・…α・ssa・∫9’，・（2）・・…α・・…d2

　　　　　　　　　　　　　　　＋k・・、2S・…α・，・a・∫1，f・（・）・・…α…（a－・）d・）・

u、一，一…’Σ。一・・・…α・・、・’sinκ・α…α・sinκ・α…（づ

　　　s＝1

・
（k・…S・…α…a・∫’

　　V（α、，s，α2，、）

f，（λ）sinκ、α、，，2dλ

（33）

（34）
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＋f・・r・・2…r・・a…a・Sllf2（・）・i・・…a2・s（・－2）d2）・
（35）

　2．棒の両端で熱を通さない場合

　この場合には境界条件（3），（4）の代りに

　　　　（∂π1∂x）．．。　－0’（k）x．a－・　　　　　　（36）・（37）

を用いるだけで，微分方程式及び他の諸条件は前の問題の場合と同じである。

　前の計算方法を踏襲すれぽ，固有値は

　　　　b12十κ12κ22α12＝ろ22十κ、2κ22α22，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

　　　　kユκ2α1tan　rc2αlaユ十k2rciα2　tanκ、α2α2＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

から決定されることが分るであろう。（38）からα、＝0，α2＝0となる根はb、≠b2の場合

には存在しないことが知られる。

　（38），（39）はκ2α、a、＝ξ、，κ、α2α2＝ξ2と置けぽ

　　　　b・・＋一醤一b2＋κ砦・　　　　　　　　　（・・）

　　　ピ・・n・9，＋；芦・・n・e…＝・

と書くことが出来る。これらの曲線は第2図に画いてある。

　　　　　　　　　　　　　　　ξ2＝3ξ1
　　　　　　　ξ2

　　　　　　　4π

3π
ξ2．2

2π

ξ2．1

π

（41）

　　　　　　　．　0　　　ξ1．1　　πξ1．2　　　2π　　　　　　3π　　　　：　4π　　ξ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　第2図

　（40），（41）から決定される正根を大きさの順序に並べてs番目のものをξ、，s，ξ2，，と書

き，それに対する固有値をcrl，s，α2，sと書けぽ，

　　　　　　　　α、，s＝　ξ・・s，　α2，s＝　ξ2・s

　　　　　　　　　　　rc2al
一　一　　　 rc2al　’　　　一’v　　　 rCla2
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で与えられる。この固有値を用いれぽ，境界条件を満足する固有関数Xi，s，　X2，sは

　　　　Xi，s＝cos　rClcr2，sa2　cosκ2α1，sx，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（42）

　　　　X2，s＝cosκ2α1，sal　cos　rclcr2，s（a－x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（43）

と書くことができる。

　固有関数（42），（43）を用いて任意の関数を展開することは前の場合と同様に来来る。結

果は次の如くである：

　　　　f’（・）一義γ（譜言，∂（k・・…∫1’f・（2）x…d・＋屍∫：五（・）晃・勾・（44）

　　　　f’（・）一るγ（。藷言，s）（k・・…S9’f・（・）x…d2＋屍∫：五（・）x・…d7L）・（・・）

　但しV（α、，s，α2，、）は次の式を表わす：

　　　　V（ぷ⑭一去｛f・・r・22ai・・S・r・・a…a2＋・・…2a2・・S2　…a…ai

　　　　　＋（　　1　　　1α2，s2　　α、，s2）k・・・…s・㎡一…一…一｝・

（44），（45）の展開式により求める解は次の如く書かれる

　　　　　　　ロU　・　一・e－btii　Pi　e←・i2・・2αi・　s2t　＿Sl°Sκ漂三芸，等1’sエ

　　　　　・（k・r・22…晒・吋：五（2）…r・・・・・…dZ

　　　　　　　　　　　＋k・r・・2…r・・a・，イ己（・）…r・・a2，・（a－2）・・）・

・・一酬る、⌒…C°sκ2α・寵呉κ欝α一x）

ξ。

ξ2

6
τ一

3
π一

2

　
2
一
π
　
3

i
x
　
・
ξ
6

η＝tanξ1

（46）

（47）

η

0

第3図
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　　　　　　・（・・…C…、α、，吋：力（2．）・…、α、，s・d2

　　　　　　　　　　　　＋k・rc・2　C…一∫1己（・）…r・・・…（a－2）d・）・

　特別な場合としてb、＝b、＝＝bを考えれば，微分方程式の特解は

　　　　II1　＝e－（b2＋x12K2tal）t（AαCOSκ2αエ十Bαsinκ2αエ），

　　　　u2＝e“（b2＋κ12κ22α2）t｛Cαcosκ1α（a－x）十Dαsinκ1α（a－x）｝

なる形に書けるから，αは

　　　　器畿＋篶1－o

（48）

（49）

（50）

（51）

から決定される。（51）から分るようにα＝0は根であり，固有値としてα＝0があり得

ることとなる。（51）の根は如何なる点にあるかを見るためにrc、αα、＝ξと置いて（51）を書

直せば

　　　　・・nξ一一：：宗1；：・・nl：Zte　　　　　　　（52）

となる。

　　　　・一…い一一篭磯・・n　－ilfali－e　　　　（53），（54）

となる二曲線は第3図に画いてある。

　（52）の正根を大きさの順序に並べてs番目のものをξ、と書き，それに対する固有値を

α、と書く。それに対する固有関数X、，、，X2，sは

　　　　Xi，s＝cosκla’sa2　cos　rc2αsx，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（55）

　　　　X2，s＝cosκ2α3ζzl　cos　rCrαs（a－x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（56）

で与えられる。α。＝0と考えれば，そのときの固有関数と（53），（54）で表わされ，X、，。＝1，

X2，0＝1である。

　任意の関数の固有関数による展開は，今迄と類似の方法でできる。展開に必要な計算を

してみると，

k…2
∫9’X…2d・＋k…2∫乏・・2dx－k・κ・…＋k・κ・2・・≡V（・），

k…2
∫9エX・，・2d・・＋k…2∫11X…tidx

　　一汁融…r・・a・a・＋a・k2・・2C…卿・

　　　　　＋÷（k・rc・C・S2脚・S・－1　C・…C・s・・）｝－Vω

となる。この結：果によって展開式を書けぽ次のようになる：

　　　f’（・）一γ｛。）（k・r・22　J：’f・（・）昧弓・∫　：，f’（・）・・）

　　　　　　　ナ妻亮5（k・・22∫9’f・（・）x・・sd・＋刷：五（2）兎詞・

　　　f’（・）一γ｛。）（k，．，2fgi，，（・）・・＋・・κ・2∫：五（・）d2）

　　　　　　　＋ε叢㌻（k・rc・21gif，（2）x・・sd2＋k・…2∫1，f2（λ）x・，り．

（57）

（59）

（59）

（60）
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　以上の展開式により求める解は次の式にて与えられる：　　　　　’

　　　　　　・・・・…b－b・t｛　1V（0）　9’　　　1、

　　　　　　　　＋義⌒・・C°Sκ1α蒜Sκ2αSエ　　　a

　　　　　　　　　　　　　　　　＋k，κ、2COSκ、α、a、　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　←al

　　　　　・・一・一…｛　　1V（0）（・・κ22．。　　　1、

　　　　　　　　＋シ卿C°S　’c・C「・a・書器竿（a－X）

　　　　　　　　・（k・…C・・κ・α…Jl’，・（2）…κ・αf2dZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋k、・、2C…、α，・、∫1、f，（7・）・…1α・（a－・）d・・）｝・

　　次の特別の場合として一様な物質より成る棒を考え，

　　　　　　　　　　　κ、＝・、＝r・，　k、＝k、＝k

である・1・　b・2≠b22であ・場舗考える・微頒程式の特瞬

　　　　　　1、，．　e－・bl・・…1・取。、　C・・α，X＋B。、　sinα、・），

　　　　　　u、－e－（b22＋・’・・2）t｛C。、　c・sα，（a－x）＋D・・sinα・（a－x）｝・

　　固有値は
ヤ　　　　　　　　　　　　　ぐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　セ

　　　　　　b、2＋κ2α、2＝622＋κ2α22，

　　　　　　α、t。nα、・、＋α、　tCnα、α、＝0　　　　・’

で決定され，又固有関数は次の如く与えられる：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷
　　　　　　X、，、＝COS・a2，、a，　COSα、，、X，　‘

　　　　　　X、，、＝COSα、，、α、　C・Sα、，s（a－X）．

　　この場合の解は次の如く書かれる：．　　　　：

　　　　　　・・一グ・1・’義〆α1・…C°Sε〔宏鷺sエ（…α…a・∫9’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋…α、，、a、∫1，f2（・）…α・r・（a－2）d・・）・

　　　　　　U・一ビ・22’妄・・・・…C°Sα・1；1；1芸；1野）（…α…a・∫：’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋…α、，、a、∫1、fiの…α…（a－2）d2）・

　　但しγ（α、，、，V2，s）は次のものを表わす：．　：

　　　　　　V（・・，・，　V2・・）－S｛・・C…κ・，・a・＋a・C・S2κ・t・a・

　　　　　　　　　　　“＋（　　1　　　　1α，，、2　α、，，2）・：，、C…α・・sa・S・・α…a・C・ら・…｝・

（・1κ22∫五（・）・・＋k…2∫あ（・）・・）

　　　　　　　　　　　　　（…22C・…α…∫。五（・）・・…α・2dλ

　　　　　　　　　　rコ｛・）・。・・、as（・一・）・・）｝　（61）

｜〃1五（・）d・＋・、κ、2∫五（・）d・）　　　．

（62）

（63），．

（64）

（65）

（66）’

（67）

、（68）

f’（7・）．C・・α…7・d2

　　　　　　　　　　．（69）

　　　f，（2）。。賄，；2d7．

　　　　　　　　　　　（70）
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　3，棒の一端で熱をさず，他端で温度が0の場合

　この場合には棒の両端の境界条件は

　　　　　暢）＝．。一・・　　（・・）x－a－・　　　　　（71）・．（72）

のように採ればよい。

　固有値は
　　　　　bユ2十κ、2κ22α、2＝622十κ、2κ22α22，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（73）

　　　　　為ユκ2α、tanκ2α、a、一一k2rciα2　tan　rc、α2α2＝0　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（74）

から決定される。又固有関数は

　　　　　X，，s＝sinκエa’2isa2　cosκ2α1，sx，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（75）’

　　　　　X，，，＝cosκ、α、t、a、　sinκ、α、，，（a－x）　　　　　　　　　　　　　　　（76）

にて与えられる。

　解は前の場合と全く同様vt求めることができる。従って解を書いて置けば十分であろう。

即ち解は次のようになる：

　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　・t・－e“b・2t　e　・”・1’・12αi・・2・Sln聡1三C欝ユ’sX

　　　　　　　　・（k・・22S・…α…a・∫1’，・（・）d6…α・…d7．

　　　　　　　　　　　　　　　＋k、・、2c…、α、，、・、j：，f2（・）・・n’・・、a’・，，（a－2）d・）・　（77）

■

　　　　　・t・－e－…tEe’一・i？x22a2，s・t＿9°S　fi・α鑑漂嶽（a”－X）　　　’

　　　　　　　　・（k…2S・…α・tsa・∫9’・・（・）・・…α1・s2d？．

　　　　　　　　　　　　　　　＋k…2c・・・・・・・…∫1、五（？L）・・…α・，・（a－・）d・）・　（78）

　但しγ（α、，，，α、，，）は次の式を表わす：

　　　　　V（・・，・・・…）－S（k・・22S・・…α…a・＋k…2C・・…α・・…

　　　　　　　　＋☆・κ・sinκ・α・えllc°s　「c2α・・sa・＋k・「c・　s’n　ff・α・ξ：c°sκ・α・，・a・）・（・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　 し

　4．棒の一端で熱を通さず，他端でNewtonの輻射の法則に従う熱の放散のある場合

　この場合の境界条件は，（3），（4）の代りに

　　　　　（∂ZtI∂x）＿一ぴ（k＋加・）＿一・　　　　　（81）・（82）

を用いることになる。

　固有値は

　　　　　b、2＋κ、2κ22α12＝b22＋κ、2κ、2α22，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（83）

　　　　　ぷ・t・n・・c・・a・－k…α・（κ1α，sinκ1α，a，－h　cos　ic　ior，a，κユα2　COS　rClα2a2十h　sinκ1α202）　　（84）

から決定される。



ユ0

今κ2α、a、＝ξ、，κ、α2a2＝ξ2とおけば，（83），（84）は

　　　・・2＋宰一b22＋κ髪・

　　　　一字㎞亀→子・量鷲畿

　　　　　　　　　　　　　　　　a2

となる。（86）は

　　　　一一告巳・・nξ1－一㌃巳・・n（ξ・一・・ピ普）

と書くこともできる。これらの曲線は第4図に画いてある。

（85）

（86）

（87）

（83），（84）から決定される正根を大きさの順序に並べて∫番目のものをα、，、，α、，、と書

こととする。この固有値を用いて固有関数は次のように書かれる：

　　　　X…一（…r・・…sa2＋k　…　…a・・叫・・…α・・s・・

　　　　X，，s－…K、a、，sa、（…rclcr2，s（・一・）＋誌，9・・・・…a（2・sa・－X））・

　次に問題になるのは，固有関数（88），（89）を用いて，任意の関数を

　　　　　　　　　　　　　　　　　ぽ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぽ

　　　f，（x）＝　£N、x、，，，五ω＝ΣN，x，r，

　　　　　　　　　s＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝1

の如き級数に展開することであるが，前と同様に

　　　　k・κ22∫11五（X）X・・md・＋k…2∫1，f・（・）X2，．dx

　　　　　－IENs（k・・…f9’x，・・x…da；＋刷：兎・sx…dt）

ら
π3

2
π

あ
2

k
ξ

ξ】．1　ξ1．2　π 2π 3π ξ

（88）

（89）

　　　　　　　　　　　　　　　第4図
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を作り右辺を計算すれぽよい。

　S≠mの場合には，前の場合と同様に

　　　　k…22∫9’x…X…d・＋k…2　Jl，X・s・X…一・

であることが言われる。S＝？7Zの場合には次のように計算する。

　　　　・…㌃X…2⌒・r・22（・・…C・…a・＋芸，。・ln　rcia’…a2）㌃・・S…C・・…dX

　　　　　　－klrc22（…r・・a…a2＋捻h…rCla’2・ma2）2（丁＋sin篇過）・（・・）

　次に
　　　　k・κ・2∫譜・・2dt

　　　　　　－k・…2・・…α…a・∫li（…r・・a2・・（a－・）＋di，m・・n・・・・…”t（・一・））2d・

を計算しなくてはならない。X2，mは

　　　　畷≡＋・、2α＿・X＿一・

を満足するから

　　　　・12a’2・・2∫l　x…2・一一∫評亮づ・mdx

　　　　　　－一［∂召宍x…］li＋∫1，（4莞・）2・・　　　　　（91）

となる。一方

　　　　4’b・－r・・a2・m…A’・a’・一・・（sinκ1α、，m（a－2’）一芸，m・…rcla’2・nv（a－・））

であるから，

　　　　r・・2a’・，m・X・…＋際・）2－（r…a’2・m2＋h2）・…rc2・・，。al　　　（92）

となる。これをa、からaまで積分すれぽ，

　　　　r・・2a’・…2∫1、X・・m2d・＋∫：i（dX2，mdx）2d・　・＝｛（弓2α・・㌶＋の・…’・2・・・…｝a2（93）

を得・・（91）と（・3）とから∫li（祭・）2d・を消去す楓

　　　　…2α・・㌶∫：罵・・・・…＝・a2（r…α・・m・＋h・）・・・…α…a・一［X・…莞旦］二（94）

が得られる。

　この式の右辺を計算するには境界条件を用いる。境界条件：

　　　　（4嵩叫X…レ・

にX2，Mを掛けて

　　　　（　　　　dx2，mX2，m　　　　dx）。．a－－h（x・，m2）x－a　　　　　　　（95）

を得るので，（94）は

　　　　・r・・2a’・・m2∫1、X・，・2dt－a・（・・2a’・・m2＋h2）…’・・α・・t・ta・

　　　　　　　　　　　　　　　　＋h（x・・m・）・－a＋（x一響）x．a、　　（96）
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となる。然る｝こ

　　　　　　（X，，m・）＝．。＝・・…，a’、，。a、　　　　　　　　　，　　（97）

であり，又
　　　　　　（dX2，m　dx）＿、一皇一陰・）x。。、・（X・・th）一一（X…）・－al

であるから，

　　　　　　（　　　　dX2，mX2，m　　　　　dx）＿、一気（X・・醗・）＿、

　　　　　　　f－」・￥・m（・・…α…a・＋di，m・・・・・・・…a・）2C・…r・…al　Si・…’…a・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（98）

となるから，（96）は次のようになる：

　　　　　　∫11X…2d・一、。、2：，，，n・（・・2a’・…2a・＋h2a・＋h）・・s2・・α・…a・

　　　　　　　　　一、㌶1：、（・・…α・…．a・＋＆・・…a・21・a・）2s・・…α…a・・（99）

　　（90），　（99）｜こより

　　　　　　・・r・22　J9’　X…2d・t＋・・κ・2∫二，X…d・

　　　　　　一ゐ；22｛r・・ai＋s’n、篭1竺α・（・－ft：：：）｝（・・…α・・ma・4．q£，m・・…α・tma・）2

　　　　　　　　　　　　＋k2（・・2α・・m2a・＋h2a・＋h）、。，2．1α、，。・、≡V（・、，m，・、，．）　　（100）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2α2，m

が得られる。

　　（100）により任意の関数の展開式は次のようになる：

　　　　　　f1（・・）－Ev（。Sk・・α，，、）（k・rc22　Jgif，（・）X・・□・・2∫1！・（・）X…d2）・（1・・）

　　　　　　f・（・）・・E。（。三・・α，，，）（・・…∫1玩（・）X…d・＋k2ff・2∫1芦（・）X・・sd・）・（・・2）

　又問題の解は次の如くなる：
　　　　　　、t、－e．b、2t：ii）e－Ki2K：！ai，s：f（・・S・N・a’…a2＋捻’・si⇒…「c・a’…X

　　　　　　　　　　　　s＝1

　　　＋た，κ，2COSκ，α、，，a、

　　　　　　ロ
lt2：＝e－b22tΣε一Xi！κ22α’2・s2t

・
｛k・・22（・・…α…α・＋　　　∫

　　　　　　　　　　　　ll己（・）（・・…α…（a・－2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…、α，，、（a－・・））d2｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（
Σ
国

　　　　　　　　　　v（α、，、，α、，，）

　　　　ん、i。。i。，，，・，）alf，（・2）…κ、α、，、λ4λ

　　　Nla’2，S　　　　　　　　　　　O

　　　　　　　＋　ゐ　　　　　　　　　　　　　　（103）

　　　　　　　　　κ1α2，S

・…、α、，，・、C…、α、，，（・一・）＋。k．、S・・・…（a－・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ（α、，、，α2，s）

・

｛・…2（・・…α・・…＋。、：，，，S・…α…α・）∫1’五（・）・・…α・・・…

＋・、・、C・…α、，sa、∫1、f’（・）（・・…α…（・一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　．＋。、：、，、S…1α…（一・））・・｝・
（104）


