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相異なる二物質の部分より成る半無限の固体の熱伝導

小　　平　　吉　　男

Conduction　of　Heat　in　One－Dimension　in　a　Semi－infinite

Solid　composed　of　Two　Parts　with　Different　Conduc－

tivities　and　Diffusivities．

By　Y．　Kodaira

緒　　　言

　著者はある研究所の一研究員から，半無限の固体の表面の層が他の物質部分から成る場

合の温度分布を如何にして解析的に求めるかという質問を受けた。この問題は非常に簡単

な場合，例えば周期的の熱伝導の場合の如きは，容易に解き得られるが，一般の初期値問

題として取扱うと必ずしも簡単に解き得られるという訳には行かない。そこで得られた結

果をここに紹介して類似の問題の解を求めるための参考にしたいと思う。

問題の提起

　今温度をπを以て表わし，座標，時間をそれぞれX，tを以て表わすと，熱伝導の微分

方程式は，

　　　　　　暢L－・12蠕碧＋Q，（A’，t），召ξ一・22一窪一＋Q・（x，　t）　（1）・（・）

の如く書かれる。1，2の脚符はそれぞれ相異る物質に対して附してあり，Q，（A”　t），　Q2（x，　t）

は固体内部にて熱を発生するとして，微分方程式の中に入れてある。

　境界条件として

　　（∂κo“A’）x．．。1－・・（Ul）x．0－（ll・）…一・・kl（讐）x．。－k・（雲）x．。s（・）・（・）’（・）

初期条件として
　　　　　　　　　　　　（Ztl）t＝o＝：プ1（x），　　　　　　　　　　　　（π2）t＝o＝f’（A’）　　　　　　　　　　　　（6），　（7）

を採る。境界条件（3）はx＝－alに於いて熱を通さない条件である。

問題の解き方一その一

　この問題を解くには，普通やるように

　　　　　　　　　　　ltl＝VI＋t｛，b　　　　　　lt2＝ρ2十IV2

と置き，次の微分方程式及び諸条件を満足するようにVl，τ2，　IVI，　IV2を決定すればよい：

　　　　　　　留L－・12一裳1－＋Q，（x，・t），普一一・22彩一＋Q・（力）・（・）・（・）

　　　　（OVIOX）r．．。1－・・　（vl）…一（・・〃1（爵）．．。一・ie・惚・）x．。；（・・）e（・・）’（・2）

　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

　　　　　　　　繋一・12」灘・　　』；12－・22－：忽一・　　（13）・（・4）
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（∂tV！∂x）＿。、一・・（Wl）…一（w・）・…　1・・（＃）。．。－1？・隈）x．。・（・5）・（16）・（・7）

　　　（2Vl）tニo＝f，（AT）十（vl）t＝o≡≡F，（N），　　（lv2）t＝o＝・ノ～（AT）十（v2）t＝o≡」F2（x）．　　　　（18），　（19）

問題の解き方一その二

　最初に（13），（14）を解くことから初める。

　微分方程式（13），（14）の解として

　　　　　　　ω1＝e・・2・・2・2t　｛Ai（α）cos・tt2a’（al＋x）＋・B，（α）sinκ2α（al＋x）｝　一　（20）

　　　　　　　zv2＝eri2r22・2t　｛A，（α）cosκ1αズ＋B2（α）sinκ1ακ｝　　　　　　　　（21）

と置く。A，（α），　B，（α），　A，（α），　B2（α）はαの函数であるが，　Ar，　tは含まないものとする。今

　　　　　　　Xl＝A，（α）cos・2α（角白）＋B，（α）sinκ2α（al＋A’），　　　　　　　（22）

　　　　　　　遊＝A2（α）cosκ1αw＋B2（α）sinκ1ακ　　　　　　　　　　　　（23）

と置き，境界条件：

　　（dX，dx）x．．。1－・・（X・）…一（X・）…，（瓢司一（雲）x。。（24）・（25）・（26）

に入れれば，

　　　　　　　X1＝Al（α）cosκ2α（al＋π），　　　　　J

　　　　　　　X…A，（・）（・・…a’al・C・…a　・・一　－iiiili・・…α・1　S…1αり　　　・

となる。或はAl（α）＝　le2rciA（α）と置けば，

　　　　　　　Xi　・A（α）〃2κ1　cosκ2α（al＋x）　　　　　　　　　　　　　　　（27）－．

　　　　　　　X，＝A（α）le2rci　cos　rc2a’ai　cos　ff　iα’x－〃1κ2　sinκ2αα1　sinκiα万）　　　　（28）’

が得られ、る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・’・・

　（27），（28）のαにつV・ては，制限がなv・から，0から。。まで積分すれば，次の如くなる：

　　　　　　IVI－le・・1∫ン（・）e－・12・22・・t・・…α（al＋め庇

　　　　　　Iv2－∫『A（・）e－・12・22・・t

　　　　　　　　×（k2A’1　COS　tc2a’a】COsκ1α寛一le1κ2　Sin　rc2a’ai　Sin　rc　ixa’）ゴα．

（29），（30）を初期条件（18），（19）入れれば，

F1ω一le・・1∫『A（・）・・…α（al＋・・’〉・d・・

（29）．

（30）

（31）

　　　　　　　長ω一∫『A（・）（〃・r・1・c・…a’a1・c・・tlαx－〃1・・s・…a’al　si・・1α・）d・（32）

となる。このような形の積分を用いてFl（め，　F2（X）が表わせれば，問題は解けるのである

が，それは未だ知られていない。

問題の解き方一その三

　任意の函数をκの一alと。。との間で（31），（32）の形に表わすことは出来ていなV・の

で，先づ一a！からa2までの板を考へ，　x＝－alとx＝0における境界条件は本問題の

境界条件のままとし，AT＝a2における境界条件を適宜与へて板の熱伝導の問題を解き，然

る後にa2→。。とすればよい。

　此処ではAT＝a2に於ける条件を
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　　　　　　　　　（lt2）。．。，＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）

と採ることとする。この条件は他の適当なものを選ぶことも出来る。

　（28）を（33）条件に入れれば，

　　　　　　　　　k2rcl　cos　rc2cral　cosκ1αα2－le2rci　sinκ2α〔71　sin　tllαa2＝0，　　　　　　　　　　　（34）　　　’

或は，

　　　　　　　　　・・n・・α・・t・n・1α・・一舞÷　　　　　　　（・・）

となる。この式の根にはα＝0はない。今（35）の式の正根を大きさの順序に並べてs番

目のものをα、と書く。

　問題は

　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　F1ω一le・・1ΣA（・・）・…1・・（al＋AT）・

　　　　　　　　　　　　　　oo　∫＝1

　　　　　　　　　几ω一ΣA（・・）（…1C・…a’・al・C・・rcla’sx－k，・・S・…a’・al　Si・rcl…）

　　　　　　　　　　　　　s＝1

の如き展開が出来ればよいことになる。或は

　　　　　　　　　　．k・κ1　A（。，）－B（。，）

　　　　　　　　　Slnκ1αsα2

と置けば，上式は次の如く書かれる：

　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　FIω一ΣB（a’s）…Kla’・a・・c・…α・（・1＋x）・　　　　　（36）

　　　　　　　　　　　　　sご

　　　　　　　　　万ω一ΣB（・・）・・…a’・al・s…1α・（a・－x）・　　　　　（37）’

　　　　　　　　　　　　　s＝1

　今

　　　　　　　　　；隠；：：惣1器：ll㍊｝　　　　（38）

と置く。然るときは，

　　　　　　　　　〃1∫1。1FIω1コ（αかx）dx＋le・∫12F・（汲（C・p…）・dx

　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　一ΣB（a’s）（k・∫二。11コ（・…AT）γ（・・嫡・・∫，a2　y・（・…　…）　y・（…x））dx

　　　　　　　　　　　　　s＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

となる。然るに1コ（αs，x），｝乞（αs，めはそれぞれ　　　　　　　　　　　　（40）

　　　　　　　　　∂21り絵・N）＋・22α…り（・・，　A：）一・，　　　　　　　（41）

　　　　　　　　　∂2警・x）＋ir・2α・2・Y2（・・、　x）一・

を満足する。（40）にkl｝Yl（αア，　x）を掛けて一alから0まで積分し，（41）にle2　Y2（αP，　x）

を掛けて0からa2まで積分して加えると次の如くなる：

　　　・1∫1！］裏・A「）1コ（…A・）・dx＋〃・∫12∂2㌣簑・x））　Y・（・・，　X）・dx
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　　　　　一平普ズ）Y，（…泓一k・1二。∂幣‥普’L）　dx

　　　　　＋〃，［dY，（α，，　x　　dx）Y・（・P，めr－〃・∫124幣・め眠砦’x）dx（42）

　　　　　一一〃1・22α・2∫1。陥（・…x）Y，（・…x）d・－k…2α・2∫12ち（・s・燗…肱（43）

S≒Pとして，YI（α，，　X）とYl（αア，　X）；顕α、，　X）とY，（αρ，勾の役割を逆にしたものを作

り，（42）から引けば，

　　　　　lei（dY，（α，，　x　　dx）Yl（・。，・）一＠41td’）Y，（・…））。．。

　　　　＋le，（E（iiii・［ll・x）Y・（・。，め」普，究）Y，（・…））」．。

　　　　一一（…一…）（・1κ2211。1巧（婦）Y，（・…）d・－le2iri2　！g2　Y2（…A’）・Y・（・…X）　dx）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（44）

となる。α，・￥αpであるから，境界条件により，（44）の括弧の中は0となる。即ち

　　　　　　　　　lel・・22｛1。巧（a’…x）　Yi（・・…）dx＋i…－12S92　y2（…醐…x）d・＝°（45）

が得られる。

　　α＝Pの場合には，次のような積分値が得られる：

　　　　　　　　　・1・22∫1α11㍉・（…X）・dx＋k・・121121夕2（…X）　dx

　　　　　　　　　　　　＿1・・r22a・　sin2　i　li・・pa・＋1？・r・　i2a・c・s2・・a’・al．　　　　　（46）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

（45），（46）により，任意の函数F；（x）1，F2（x）の展開式が得られる：

　　　　　　　の
F，（・）一・Σ、1κ、，蒜1器辛㌶誌㌫

　　　　　　　∫＝1

　　　　　　・（k…22　s…1α…Sl。，Fi（2・）・・…α・（al＋7・）・・　　　　　（47）

　　　　　　　　　　　＋1…12C・・・・…1∫12花（2）・…1α・（・・一・）　dx）・

　　　　　　　　
F・（・）一・Σ、1κ22芸罐蕊慧緩⇒＝、

　　　　　　　a＝1

　　　　　　　・（k，・22S・・r・1α・a・∫1。，Fi（2）・・…α・（al＋・）d・

　　　　　　　　　　　＋k・・12c・…a’…∫12F2（2）・…1α・（・・一⑱　　　　（48）

　　この式の中のαsは

　　　　　　　　　　・・n…1ξ・・n・1・・ξ一xel　2　　　　　　　　（49）

の正根を大きさの順序に並べてS番目の根である。

　　（47），（48）の展開式を用いて板の熱伝導の問題の解を得ることは容易であるが・それは

本問題の目的ではないので，上の展開式が得られたことで満足しよう。
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問題の解き方一その四

　次にa2→。。として，（47）及び（48）を積分の形にしなくてはならなv・。それには先ず

（49）がa2→。。のときにどうなるかを考えなくてはならなv・。　rCla2ξ＝ζと置けば（49）は

　　　　　　　　　　・・n篇ζ・anζ一鵠

となる。alを一定にして置いてα2を次第に大きくすれば，この式は次第に

　　　　　　　　　　tanζ＝oo

となることが分るであろう。従って根は

　　　　　　　　　　・・÷G＋・・）k，一（2芸2π・［・一・，………］

にて与えられることになる。

（47）に於いてa2→。。とするために次のような書換を行なう：

　　　　　　　　　　　

F，（”）＝哲晒驚α議隠（嫡∫二万（7・）C・・K・a’・（al＋7・）42

　　　　　　　　　　＋k・・12c・…α・角∫12（・…ia’…一…rclα・a・S・…（r・・）d・・）

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　＝÷ξ竿⇒鷲。。・。＿）・毒

　　　　　　　　　　・｛k・・22∫1。1F1（・）・・…α・（al＋・）d・・

　　　　　　　＋…12C…1α・α1∫12几（・）（・…1…一篶；・an・・α・・1　S…1α・・））d・｝・

　この式に於いてαsをαと書き，a2→。。とすれば，

　　　　　　　　　　　　　2∫㏄　c°s嚥，。n・r，2al。）d・　　　　　　FI（x）ニー

　　　　　　　　　　・｛kl・22

　　　　　　　　　－2竺κ1∫

　　　　　　　　　　・｛klr・22

　　　　　　　　　十le2rc12

同様に（48）から

　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　几ω一3Σ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　1

　　　　　　∫二al　Fl（2）・・…α（・1＋・）・・

＋〃・・C・・…1α∫『凡（・）（・…1α・一鴛1

　　　　　　　°°　　　　　COSκ2α（al＋2）

…卿・…1α・）d・｝

π 一1〃芸α1＋・・・…α・・1（1＋・・…1α…）

・｛kl・22∫二。，　Fl（・）・・…（・1＋・）d・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dα
　　・le22・・12　COS2・2alcr＋k12rc22　Sin2　rc2alα

∫二。，　Fl（・）・・…α（al＋・）d2

∫°°F・（・）（・・・…1α・…1α・一麗・・…α1α・…1α・）・・｝・（・・）

COSκ2αs〔71（COS　nlαsX－COt　rC］Crsal　Sinκ1α8ズ）　　　　π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　● rCla2
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂α
　　　　　　　　　一　π　　o　　　le22tgi2　coS2　rc2ala’＋ki2rc22　Sin2　N2aiα

　　　　　　　　　　　・｛1・・r・22　S2．，　Fi（2）・・…（al＋）・）・・　　　　　　’

　　　　　　　　　＋le・・12∫：凡（・）（・・…α・1　c…1α・一鵠…r・2a’al・s・・κ1α・）d・・）｝・（・・）

（50），（51）に於v・て「

，一
様な固体で〃1＝カ2≡lz，　rCt＝κ2’＝κの場合を考えれば，何れも

　　　　　　　　　　・（X）一芸∫rζ・∫r．，．F（・）・…α（al＋X）・…α（al＋…）d・・

　　　　　　　　　　　　　一÷1『・・∫二、F（・）・…（ai＋・）・・g・（al＋・）・・

となる6但し’

　　　　　　　　　　F（x）≡珂（x），［－al　〈x〈o］，　F（x）≡F・（x），［o〈A’〈。。］

としてある。又若しα∈0なら．ば，．普通の余弦積分が得られ．る。　tt

問題の解き方一その五

　（8），（9）をその境、界条件を満足する解を出すたbt’に

　　　　　　Q，（x…）一∫『・（・…）・・…α（・1融・　　　　、．　　（52）

　　　　　　Q・（x，・・）一∫r〃（c…t）（・…、α！1c…1一鵠…r・2・al・s…iaAt）　d．・（53）

と置く．et　1・…　　：　∴∴．・一．．．

V（・・t）一。（k2・。12C。、・。、α慧1元。22亘。・r，2al、a，）

　　　　　　　　　・｛k，…」ニコ1㊨COS剛1⊥・）・・

　　　　　　　＋k、・12∫　　　　　　　　　　）d2｝・

　　　　　　　　　＋！i・・12C・・綱1∫12ち（・）（・…1α・・一雑・・4　・t2a’・；f…輌）・・｝・

この．式に於いてa2→。『と．すれば，　　　．　　　　．　　　　一：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃1κ2　．　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．Slnκ2ααI　Sln．κ1α元．　　　　F，（・）21e…∫°°c°s　「c2a’a’　c°sκ1蹴一”・・1

　　　　　　　　　　　　rQ・（・・t）（・・…α・1cq・・iα！・一　－illl・・…α・1　s・・fi　1・2　（54）

（52盤18鍵）隠き篇省田各して舗　　（55）

　　　　　警一・畷＋v（・，t）（・・…α・1c…1α・一鵠・・…α・1s…1αり（56）

となる。今

　　　　　・．　v．，．　・，．va（α，　t）．・・…q（α1＋x）・　　　　　　　　　（57）

　　　　　　’v、一・・2（・，t）（・…輌lc…lc・x－　Ue・・…α・1　s…1αり　（5・）

と置いて，上式に代入す1τぼ，．＿．　．　　　．　　　　　　　　－t．

　　　　　　　　　　　響＋・1・κ、・α・V，－b（・，・，4ケ＋・…221瓢・，，t）

となり，何れも同じ微分方程式を満足する。Vl（α，　t）＝V2（α，　t）≡γ（α，　t）と書くこととす

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
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　　　　　　　　　　　　V（・・t）一∫1　・一・・2・22・t－T・・v（・，・）d・　　　　　　（59）

を採ることにすればV（α，0）＝0である。

　（59）に依リVl，　v2は次の如く与えられる：

　　　　　　　vl－2警1∫1・－r・12・・・…t－r・d・∫：“22。12c。，・鷲警織、。、。1。1α血

　　　　　　　　　　・｛klrc22　Sl。1　Ql（…）・・…α（al＋・）・・

　　　　　　　　　＋〃・・12∫：Q・（…）（・・…α・1c・・r・・α2一舞1・・…ααls…1・・）d・・｝，（・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k2rc2　．　　　　．

　　　　　v・－2ikl　1LS二e－・12・22・…一…d・∫rc°sκ㌶鷲；。鵠12芸、裟：1κ1姓・・

　　　　　　　　・｛・1・22∫1。、Q，（…）・・…α（aJ＋・）d2

　　　　　　　＋…12∫rQ・（…）（・・…c・al・c…1α・一鴛1・・…α・1s…1α・）d・｝・（・・）

　　　　　　　　　　は積分（50），（51）を用いて次の如くなる：

　　　　　　　　　2k2rCl°°　　e－x・2・・2・2t　cos　・“2cr（al＋x）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dα

又IVI，　w2

　　　・VI一π∫

　　　　　　　・｛k・・12∫

　　　　　＋k・・12∫『

tV・－2ξκ1∫

　　　　・｛〃1・22∫

＋le・・12∫

・k22・tl2　COS2　・・2aiα＋ki2・・22　Sin2　・’iaiα

　◎o
　　f，（2）COSκ2α（a1＋2）d2

　0

f’（2）（・・…a’・1・C…1α・一舞；・・…α・1S…1α・）d・・｝，

・…一・・2・22・2t
（・・…a’・1・C・・ffla’x－－Xl…r・2c・al・S…1・rX）

　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　le22rci2　COS2　A・2ata’＋lei2rc22　Sin2　rciai－t

　　　　　　　　　　　　　　　　　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f’（7・）COS　rc2a’（al＋2）d2

　　　　　　　　　　　　　　　　　－al

　　　　　　　　　　　　　　：左（・）（…r・2・・1C…1α・一竃1・…1・al・S・…α・）d・｝・

　　（60），（61）によってVl，　v2，（62），（63）によってIVJ，1．v2カミ与えられたから，

v1＋ω1，　v2＋zv2を作れば，本問題の解Ul，〃2が得られる。

（62）

dα

（63）

夫々の和


