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前号（50 号ሻで物理学における座標変換について述べた

が，今回はその中で述べた相対論について，座標変換に注

目し基本的な考え方と学ぶポイントについて述べる。	

	

□座標系の変換	

○座標系の回転	

 ベクトルＡ	 は方向と大きさを持つ量で，幾何学的に扱え

るが，座標系を設定し，	

࡭ ൌ 	࢏௫ܣ	 ൅	 	௬࢐ܣ ൅	  ௭࢑ܣ

のように解析的に表すことができる。	

・座標変換による位置または位置ベクトルの変換	

物体の位置は物理量の一つで，対象物の位置座標は座標

系の変換により変換される。	

座標変換における位置の変換の意味に二通りあり，注意

が必要である。	

ⅰ．座標系（座標軸）を変換し，対象物はそのまま。	

ｚ軸を回転軸とした回転の場合，座標軸を角度 θ だけ回転

する場合を考える。	

 対象物の位置ベクトルを	 r	 とすると	

r	＝	 	࢏ݔ ൅	y	࢐	 ൅	z	 ࢑	
	z	൅´࢐´	y	൅´࢏´ݔ＝ ࢑´	
	＝´࢏ 	ߠ	cos	࢏ ൅	 ࢐ sin 	ߠ

	 	 ࢐´＝	 െ	࢏	 sin 	ߠ ൅	 ࢐	cos	ߠ	

࢑＝´࢑	

 となる。࢏,	j	,	kは，直交座標系の基底で，線形独立な単位ベ

クトルである。	

座標は，	

	

	
	＝´ݔ 	ݔ cos	ߠ＋y	 sin 	ߠ

y	´＝－ݔ	 sin 	y＋ߠ cos	ߠ	
z	´＝	 z	

と変換される。行列で表すと	

	

൮

ｘ´

´ݕ

´ݖ

൲	ൌ	 ܴⅰ൮

ｘ

ݕ

ݖ

൲	

で，	
r	´	ൌ	 ܴⅰr	

	

と表すことができる。	

൮

´࢏

࢐´

࢑´

൲	ൌ	 ܴⅰ൮

࢏

࢐

࢑

൲	
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図 1 座標系の回転 
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ܴⅰ	＝	 ൭
cos	ߠ sin 	ߠ 0
െ sin 	ߠ cos	ߠ 0

0 0	 1
൱	

また，	

ቌ

ݔ

ݕ

ݖ

ቍ	ൌ	 ܴ
ⅰ
୘ ൮

´ݔ

´ݕ

´ݖ

൲	

	

ܴ
ⅰ
୘ 	＝	 ൭

cos	ߠ െsin 	ߠ 0
sin 	ߠ cos	ߠ 0
0 0	 1

൱	

ܴ
ⅰ
୘ 	ܴⅰ＝	ܫ	

の関係がある。	

ベクトルの成分は	

	

	 	

൮

		 ௫ܸ´

		 ௬ܸ´

		 ௭ܸ´

൲	ൌ	 ܴⅰ൮

		 ௫ܸ

		 ௬ܸ

		 ௭ܸ

൲	

と変換される。	

ⅱ. 座標系（座標軸）はそのまま，対象物（の座標ሺ	 位置

ベクトル r	ሻሻ	を移す。	

座標を移すことを，点を写すともいう。	

回転の場合，角度 αだけ移すとし，座標は，	

	＝´ݔ 	ݔ cos	ݕ－ߙ	sin 	ߙ

y	´＝	 	ݔ sin 	ߙ	cos	y＋ߙ
z	´＝	 z	

൮

´ݔ

´ݕ

´ݖ

൲	ൌ	 ܴⅱ ቌ

ݔ

ݕ

ݖ

ቍ	

	

	

と変換される。	
r	´	ൌ	 ܴⅱr	

ܴⅱ	＝	 ൭
cos	ߙ െsin 	ߙ 0
sin 	ߙ cos ߙ 0
0 0	 1

൱	

これを回転	 ܴⅱによる座標変換という。	

ܴⅱ ൌ	ܴ
ⅰ
ିଵ	または ܴⅱܴⅰ

＝	Ⅰ	 ሺⅠ	単位行列ሻ	

ⅰとⅱは，α	＝	－ߠ	とすると同等となる。	

	

・ベクトルの回転	

ベクトルの	 に相	ⅱ	の回転は，座標変換に対しては	࡭

当し，࢏	 ，j	 ，kを直交座標系の基底として	

	

 ൮

´௫ܣ		

´௬ܣ	

´௭ܣ	

൲	ൌ	 		ܴ୚	 ൮

௫ܣ		

௬ܣ		

௭ܣ	

൲	

	

		ܴ୚	＝	 ൭
cos		ߙ െ sin 	ߙ	 0
sin 	ߙ cos		ߙ 0
0 0	 1

൱	

と変換される。	

	´࡭ ൌ 	 	࢏´௫ܣ		 ൅	 	࢐´௬ܣ	 ൅	  ࢑´௭ܣ	

・線形変換（ⅱの方式の場合）	

A	 ቀ௫௬ቁ	＝	ቀ௫´௬´ቁ，	 A	＝	 ቀܽ ܾ
ܿ ݀

ቁ	

は，行列 Aにより数の組みが写されること（変換）を表し，

このような変換を線形変換という。	

○スカラー，ベクトル，テンソル	

相対論では，数学的形式としてスカラー，ベクトル，テ

ンソルの概念が用いられる。	

位置ベクトルや速度などのように物理量はスカラー，ベ

クトル，テンソルで表すことができ，場所の関数である。

これを場の量という。これらは，座標変換に対して，それ

らの量がどのように変換されるかに注目して定義されてい

る。	

スカラー関数ߔሺݔሻは座標変換に対し	

,ݔሺߔ ,ݕ ሻݖ ൌ ,´ݔሺ´ߔ ,´ݕ 		ሻ´ݖ

と変換し，その値は変わらない。ߔ	をスカラー関数という。	

座標の変換は一般に回転と平行移動で表され，直交座標

系で，	

´ݔ ൌ 		ܴଵଵݔ ൅	ܴଵଶݕ ൅	ܴଵଷݖ െｂ
ଵ
	

´ݕ ൌ 		ܴଶଵݔ ൅	ܴଶଶݕ ൅	ܴଶଷݖ െｂ
ଶ
	

´ݖ ൌ 		ܴଷଵݔ ൅	ܴଷଶݕ ൅	ܴଷଷݖ െｂ
ଷ
	

となる。	

・ベクトル	

ベクトルは，大きさと方向を持ち，方向は座標軸への成

分で表される。座標変換に対し，大きさは不変で成分が変

わる。ただし，座標軸の平行移動では，成分は変わらない。	

直交座標系の座標の回転による同一の点の座標は，	 	

	
r	´ሺݔ´,  ሻ´ݕ

ݔ

r	ሺݔ, 	ሻݕ 	α	

0

図 2 ベクトルの回転 
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൭
´ݔ
´ݕ
´ݖ
൱	＝	 R	 ቆ

ݔ
ݕ
ݖ
ቇ	

R	＝	 ൭
cos	ߠ sin 	ߠ 0
െ sin 	ߠ cos	ߠ 0

0 0	 1
൱	

	

で表される。	

ベクトルは物理量を数学的に表したもので，回転 R に対

しベクトル自身は変わらず	

	＝ࢂ 	࢏	ݔܸ ＋	 ௬ܸ	࢐	 ＋	 ௭ܸ 	 ࢑	 ＝		 ௫ܸ´	࢏´	 ＋		 ௬ܸ´	࢐´	 ＋	 	 ௭ܸ´	 ࢑´	 	

	，࢐	，࢏ ࢑	 ：直交単位ベクトル	

であり，その成分は	

ቌ
		 ௫ܸ´
		 ௬ܸ´
		 ௭ܸ´

ቍ	＝R	 ቌ
		 ௫ܸ
		 ௬ܸ
		 ௭ܸ

ቍ	

	

		 ௜ܸ´ ൌ 	෍ܴ௜௝ܸ݆
௝

	

と変換される。これをベクトルの変換則という。逆に，こ

のように変換されるものをベクトルの定義としている。	

例えば，r	 はሺݔ, ,ݕ 	を成分とする位置ベクトルで，速度	ሻݖ

࢜	は	 ൫	ݔݒ, ,ݕݒ	 	，力		൯ݖݒ	 	ࡲ は	 ൫	ݔܨ, ,ݕܨ	 を成分とするベ	൯ݖܨ	

クトルである。	

 ሺ	 1ܸ, 	 2ܸ, 	 3ܸሻをベクトルといい，	 1ܸ, 	 2ܸ, 	 3ܸ	を成分とするベ

クトルを	 		 ௜ܸ 	で表すことがある。	

一般には，ある量Ｖ	 が	 ݊	個（݊	次元）の成分をもち，

直交座標系において１次座標変換（回転や鏡像）	

´௜ݔ		 ൌ 	∑ ܽ௜௝݆ݔ௝ または 		ݔ௝ ൌ 	∑ ܽ௜௝݅ݔ´௜ 	

A	ൌ	ሺܽ௜௝ሻ	 ，	 A	直交行列 （ ܣｔ ൌ	 	（ଵିܣ

に対し各成分が	

		 ௜ܸ´ ൌ ∑ ܽ௜௝ܸ݆௝ 	    	 ሾベクトルの定義ሿ	
と変換されるＶ	 をベクトルと定義する。	

 基底ベクトルは，࢏,	j	,	k	 を	 ,ଵࢋ ,ଶࢋ 	で表すと	ଷࢋ

´௝ࢋ		 ൌ 	∑ ௝ܽ௜݅ࢋ௜ または	 ௜ࢋ		 ൌ 	∑ ௝ܽ௜݆ࢋ௝ ´	

と変換される。	

 係数	 ௝ܽ௜	について，ࢋ௜・ࢋ௝ ൌ ௝		ߜ
௜ 	,	 ´௝ࢋ・´௜ࢋ ൌ ௝		ߜ

௜ 	より	

෍ ܽ௞௜ܽ௞௝ ൌ ௝			ߜ
௜

௞
	，෍ ܽ௜௞ܽ௝௞ ൌ ௝	ߜ

௜

௞
	

	

௝		ߜ
௜ 	 ൌ	 ൜

1 	݅ ൌ ݆
0 	݅ ് ݆	

である。	

また，Φሺݔ, ,ݕ 	をスカラー関数として	ሻݖ
பః

ப	ݔ೔
	 は，	

ሻ´݅ݔ	ሺ´ߔ ൌ 	ሻ݅ݔ	ሺߔ

´ߔ∂
´௜ݔ	∂

ൌ 	෍
ߔ∂
௝ݔ∂

݆

௝ݔ∂
´௜ݔ	∂

	

௝ݔ		 ൌ 	∑ ܽ௜௝݅ݔ´௜ から	
பݔೕ
ப	ݔ೔´

ൌ 	 ݆ܽ݅	

したがって	 	

´ߔ∂
´௜ݔ	∂

ൌ 	෍݆ܽ݅
ߔ∂
௝ݔ∂

݆

	

よりベクトルである。	

・テンソル	

テンソルＴ	は多成分をもち（３次元では3௡個，݊	階テン

ソル），これらの成分は，上記の座標の変換に対し，	 	

௜ܶ௝´ ൌ 	෍ܴ௜௞ ௝ܴ௟ ௞ܶ௟

௞,௟

	

すなわち、テンソルは、座標変換 R（回転）により	

ܶ´＝	 R	 ܴܶ	୘	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ሾテンソルの定義ሿ	

と変換される。	

ܶ	 ൌ	 ൭
cos	ߠ sin 	ߠ 0
െ sin 	ߠ cos	ߠ 0

0 0	 1
൱	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

一般には直交座標系において１次座標変換	

´௜ݔ		 ൌ 	∑ ܽ௜௝݆ݔ ,௝ 	 A	ൌ	ሺܽ௜௝ሻ	 ，	 A	直交行列	

に対しその成分が	

௜ܶ௝´ ൌ 	∑ ܽ௜௞ ௝ܽ௟ ௞ܶ௟௞,௟ 	     ሾテンソルの定義ሿ	

と変換される 9個ሺ３次元，2階の場合ሻの数の組をテンソル

と定義する。	

また，複数のベクトルの成分の積（	 2階の場合，2個の

ベクトル	ݑ௜	，ݒ௜	の各成分の積	 ௜ܶ௝	ൌ	 ௝）は，テンソルとݒ	݅ݑ

同じ変換をされ，この成分の組はテンソルである。	 ௜ܶ௝	を成

分とするテンソルを	 	 ௜ܶ௝	で表すことがある。	

また，テンソルは，࢛ 	＝ܶ	࢜	 のようにベクトルを別のベク

トルに変える演算子の役目をする。	

テンソルを	 ݊ൈ݊	の行列で表したとき，演算は行列の定義

（約束）による。	

ベクトルは，行ベクトルሺܽݔ, 	ܽ௬, 	ܽ௭ሻ	，または列ベクトル	

൭
ݔܽ
ܽ௬
ܽ௭
൱	で表される。両者は，物理の上では同じものだが，行

列・テンソル演算においては，テンソルは行ベクトルの右

から，列ベクトルの左から演算することと約束されている。	

また，	

ࢇ ൌ 	൭
ݔܽ
ܽ௬
ܽ௭
൱	

とすると	

୘	ࢇ ൌ 	 ሺܽݔ, 	ܽ௬, 	ܽ௭ሻ	

・座標変換とベクトル	

 ベクトル	 	ࢂ

	＝ࢂ  	࢏	ݔܸ ＋	 ௬ܸ	࢐	 ＋	 ௭ܸ 	 ࢑	 	

は回転の座標変換に対し	



24 相対性理論へのガイド 

´ࢂ ൌ 		 ௫ܸ´	࢏´	 ＋		 ௬ܸ´	࢐´	 ＋	 	 ௭ܸ´	 ࢑´	

とすると，成分は，	

		 ௫ܸ´＝	 		 ௫ܸ	 cos	ߠ＋		 ௬ܸ	 sin 	ߠ

		 ௬ܸ´＝－		 ௫ܸ	 sin 		＋ߠ ௬ܸ	 cos	ߠ	

		 ௭ܸ´＝		 ௭ܸ	

と変換され，基底ベクトルは，	

	 	＝´࢏ 	ߠ	cos	࢏ ൅	 ࢐ sin 	ߠ

	 	 ࢐´＝	 െ	࢏	 sin 	ߠ ൅	 ࢐	cos	ߠ	

࢑＝´࢑	

と変換される。	

	´ࢂ ൌ 	෍ ௜ܸ´ࢋ௜´
௜

ൌ෍ቌ෍ܽ௜௝ܸ݆
௝

ቍ
௜

	´௜ࢋ ൌ෍ܸ݆ ൭෍ܽ௜௝ࢋ௜´		
௜

൱
௝

ൌ෍ܸ݆ ௝ࢋ
௝

 

から	

	ࢂ	＝´ࢂ 	

となる。	

座標回転に対して定義されたベクトル自身は回転の座標

変換に対して変わらない。ベクトルで表された関係式は座

標変換ሺ回転ሻに対し形が変わらず，共変であるという。ニュ

ートンの運動方程式	 ݉
ୢమ࢘

		ｄ௧మ
＝	F	は回転の座標変換に対し

方程式の形は変わらない。	

ベクトルで表された法則（方程式）は回転の座標変換を

しても形は変わらず共変である。	

	

□特殊相対論	

慣性の法則（外力が働かないときは、物体は静止、また

は等速運動をする）が成り立つ座標系を慣性系といい，特

殊相対性理論は，	

・物理の法則はすべての慣性系に対して同じように成り

立つ。すなわち，ある慣性系で成り立つ物理量の関係（方

程式）が，別の慣性系における座標変換された物理量の

関係においてもそれぞれの物理量が同じように変換され

て法則を表す方程式の形が変わらない。（座標変換に対し

共変であるという。）［相対性原理］	

・光の速度は光源の運動にかかわらず一定である。［光速

度不変の原理］	

を原理として，理論を展開したものである。	

2つの慣性系を S，S´	 ሺ	 S´系	は S系に対してݔ軸方向に一

定の速度	 で移動ሻとする。ある物理的現象が起きたことをݒ

その座標系の時刻（時計）と場所（物差し）で示し，事象

という。ある事象を点 P（世界点ሻで表し，P は，S 系で P	

ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ，S´系で	ሻݐ P	 	 ሺݔ´,	 	,´ݕ 	,´ݖ で与えられる。4	ሻ´ݐ つ

の座標は時空座標と呼ばれ，同一の点に対するそれぞれの

系の座標軸の目盛の読み（測定値）である。	
座標系は観測者と関係し，ある事象の座標は，それぞれ

の系での観測値である。特殊相対性理論では慣性座標系間

の座標変換を考える。 

原理(公理ともいう)：論理の展開の出発点になる言明。通

常は，直接は証明できない。原理が正しいかは，それか

ら導かれた結果が実験で検証されるかによる。 

法則：自然現象について，物理量を定義し，それらの間

で成り立つ関係を主に式で表す。原理と似て，論理の展

開の基となり，導かれた結果は実験で検証さなければな

らない。 

注意 1）共変とは，各座標系で観測した点 P の目盛の読み

ሺݔ, ,ݕ ,ݖ 	と	ሻݐ ሺݔ´,	 	,´ݕ 	,´ݖ 	ሻ´ݐ が互いに変換され，́	（プライ

ム）のつかない座標系から	 ´	 のついた座標系の変換に対し，

物理法則を表す方程式が	 ´	 のついた方程式に変換され，方程

式が同じ形で表されることを意味する。一方の座標系で起こ

る現象は他方でも同様に起き得るということである。	

注意 2）事象自体は 1つの固有のもので，観測者によって，

現象は異なってみえ，初期条件，境界条件が各座標系で異

なる。 

 

 

○ローレンツ変換 

上述の原理から光速は常に一定の値 c	となる。このため，

図 3の Oと	 O´が一致したときݐ ൌ ᇱݐ ൌ 0	で光が原点から放射

され	 P	に達したとすると，	

ܿଶݐଶെݔଶെݕଶെݖଶ＝ܿଶݐ′ଶെݔᇱଶെݕᇱଶെݖᇱଶ＝0．	

このため S系と S´系での時空の世界点の関係は，	 	

	＝ᇱݔ
௫ି௩ｔ

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	 ,	 	ݕ＝ᇱݕ ,	 	 	ݖ＝ᇱݖ ,	 	＝ᇱݐ

௧ି ೡ
೎మ
௫

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	

 ሾローレンツ変換ሿ	
また逆変換は，相対性原理から上式でݒ	 を－ݒ	 と置いて，

座標のプライムを付け替えたものになるはずで，	

	＝ݔ
௫ᇲ＋௩௧ᇲ

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	，	ᇱݕ	＝	ݕ，	 	ᇱݖ	＝	ݖ ,	 	 t	 ൌ	

௧ᇲ＋ ೡ
೎మ
௫ᇲ

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	

となり，これらはローレンツ変換とよばれる。このように，

特殊相対論では，S系と S´系との座標変換において，時間と

空間が一緒になって変換され，4次元時空の空間を考える。

また，ローレンツ変換は，座標系の変換である S 系と S´系

の変換に伴い相対性理論において適用される同一の世界点

の時空座標系の変換である。	

ݒ
O

S

ݔ

ｚ

S´
O´	

ݕ 	´ݕ

z ´

´ݔ

図 3 2 つの慣性系 

P
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非相対論的近似	൬
ݒ
ｃ
൰
ଶ
	 ≪	1では	

ݔ	＝ᇱݔ െ 	ݐ＝ᇱݐ，ｔݒ

と，ガリレイ変換になる。	

物体の速度については，S系に対しݔ軸方向に速度 V	で物

体が動くとき，S´系での速度	ܸ´	は，	ローレンツ変換から	

dݔᇱ	＝
ୢ௫ି௩ୢ௧

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	 ，	 dݐᇱ＝	

ୢ௧ି ೡ
೎మ
ୢ௫

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	

また，	

ܸ＝	
dݔ
ݐ݀
	

より	

ܸ´＝
ୢ௫ᇲ

ୢ௧ᇲ
＝

ୢ௫ି௩ୢ௧

ୢ௧ି ೡ
೎మ
ୢ௫

＝	
௏ି௩

ଵି	ೡೇ
೎మ
	

となる。	 S系での光速ｃは，S´系でもｃである。	

 さらに，	

ଵݐ െ 		଴ݐ ൌ	
௧భ
ᇲ＋

ೡ
೎మ
௫ᇲ

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
െ 	

௧మ
ᇲ＋

ೡ
೎మ
௫ᇲ

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	ൌ	

௧భ
ᇲି	௧మ

ᇲ	

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	

より S系でみると S´系での時間	 ଵᇱݐ െ	ݐ଴ᇱ	は遅れてみえる。

逆に，	 	

ଵᇱݐ െ	ݐ଴ᇱ		 ൌ	
௧భି

ೡ
೎మ
௫

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
െ	

௧మି
ೡ
೎మ
	௫

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	ൌ	

௧భି	௧మ	

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	

より S´系でみると S系での時間	 ଵݐ െ は遅れてみえ，互い	ଶݐ

に相手の時間が遅れてみえる。	
・ローレンツ収縮	

S´系で静止している長さ	݈଴のもの（物体が静止している系

で測った長さを物体の真の長さという）は，静止系 S 系で

みると	

	݈଴ ൌ ′1ݔ	 െ	2ݔ′ ൌ 	
ଶݔ െ ݐݒ

ට1െ ቀ
ݒ
ܿቁ
2
െ	

ଵݔ െ ݐݒ

ට1െ ቀ
ݒ
ܿቁ
2
	

ൌ 	
2ݔ െ 1ݔ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿ
ቁ
ଶ
	ൌ 	

݈

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿ
ቁ
ଶ
	

より，長さが	

݈ ൌ 	݈଴ඨ1 െ ቀ
ݒ

ܿ
ቁ
ଶ
	

と測定される。すなわち，動いている物体の長さは，真の

長さより短く観測される。	

・不変量	

 世界点 P	の座標を	 ሺݔ,	 	,ݕ 	とすると	ｔሻ,ݖ

	ଶݖଶ൅ݕଶ൅ݔଶ൅ݐെܿଶ	＝	ଶݏ

    ＝	െܿଶｔ´ଶ൅ݔᇱଶ൅ݕᇱଶ൅ݖᇱଶ	

とすると，ݏ	あるいはݏଶは，S系と S´系どちらの座標系でも

同じ値となり，ローレンツ変換に対する不変量である。ま

た，ローレンツ変換は s	2を不変に保つ変換ともいえる。ݏ	を

原点と世界点との距離と定義する。	

 3 次元の原点と P の距離はｒ	ଶ＝	 ଶ で，３成ݖ＋ଶݕ＋ଶݔ

分	 ሺݔ,	 	,ݕ 	。で表される	ሻݖ 	

・時空でのベクトル・テンソル ሾ	4元ベクトルሿ	

ローレンツ変換 L	は，空間を１次元で表すと	

	＝ᇱݐ
௧ି

ೡ
೎మ
௫

ටଵିቀ
ೡ
೎
ቁ
మ
	 ,	 	＝ᇱݔ

௫ି௩ｔ

ටଵିቀ
ೡ
೎
ቁ
మ
	

である座標変換である。	

時空でのベクトルも回転の変換に対してと同様に定義さ

れ，回転の変換 R	に対しローレンツ変換 L	も１次の座標変

換で，行列で表され，	

	

ቀܿݐ´
´ݔ
ቁ	＝	 L	 ቀܿݐ

ݔ
ቁ	

L	＝	 ቀ cosh	ߠ െsinhߠ	
െsinh ߠ cosh	ߠ

ቁ	 ,	 	 tanhθൌ	
௩

௖
	

である。L	は対称行列である。ローレンツ変換に対し，距

離は不変で成分が上式のように変わる量を時空ベクトルሺ4

元ベクトルሻという。	

相対論では，粒子の位置，速度などは，ローレンツ変換

に対して	

൮

´଴ܣ
´ଵܣ
´ଶܣ
´ଷܣ

൲	 ൌ	 	൮

cosh	ߠ െsinhߠ 0 0
െsinh ߠ cosh	ߠ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

൲൮

଴	ܣ

ଵ	ܣ

ଶ	ܣ

ଷ	ܣ

൲	

	

のように決まった変換をされる４元ベクトルで表される。	

・ベクトルとその内積	

ベクトルは座標変換に対し成分が変わるが，大きさは変

わらずスカラーである。2つのベクトルの内積は座標に依存

しないスカラーである。時空での内積を新たに定義する。   

ベクトル	 A	 の長さは ∑ A	ఓ	ܣఓఓ 	 である。添え字の上下

については，ܣ	଴＝	ܣ଴，A	ଵ＝	 െ	ܣଵ,	A	ଶ＝െ 	ଷܣ	ଷ＝െ	ଶ，Aܣ	

と定義する。また，	 	

∑ ఓఓ	ఓAܣ	 	ൌ＝ሺ	ܣ	଴ሻ	ଶ െ ሺ	ܣ	ଵሻ	ଶ െ ሺ	ܣ	ଶሻ	ଶ െ ሺ	ܣ	ଷሻ	ଶ	 	

	ߤ） ൌ	0,	1,	2,	3）	

∑ ఓఓܤఓܣ	 	または	 ∑ ఓఓܤఓ	ܣ	 	をベクトル A	とベクトル Bの

内積といい，A	 ･B	 と書く。	

時空でのテンソルはローレンツ変換 Lに対して	

ܶ´＝L	 	୘	ܮܶ  	 ሾローレンツ変換に対するテンソルの定義ሿ	

と変換されるものをいう。	

特殊相対論では，自然法則を表す方程式はローレンツ変

換に対して共変であることを原理としている。物理量は時

空での S系から S´系への座標変換に対しローレンツ変換さ

れるスカラー，4元ベクトル，テンソルとして表される。	

○粒子の運動	

粒子の様々な運動に対する世界点の変化は，４次元空間

の曲線を描き世界線という。特殊相対性理論では慣性系で

の４次元時空中のある世界線に対する 2点間の微小距離 ds

を	

dݏ	ଶ	＝	െܿଶdݐଶ൅dݔଶ൅dݕଶ൅dݖଶ	
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   ＝	െሺ	dݔ	଴ሻ	ଶ ൅ ሺ	dݔ	ଵሻ	ଶ ൅ ሺ	dݔ	ଶሻ	ଶ ൅ ሺ	dݔ	ଷሻ	ଶ  ሾ1ሿ	

と定義する。ݔ	଴ ൌ 	,ݐܿ 	 ଵ	ݔ ൌ 	，ݔ ଶ	ݔ ൌ 	，ݕ ଷ	ݔ ൌ ，とし	ݖ

この座標をまとめて	 	μと書く。変位を表す	ݔ はベクト	μ	ݔ

ルの成分と考えることができる。	

距離は２点間の曲線のうち最短のものをいい，ds を世界

線の長さ，または，世界間隔という。ds を積分した世界線

の長さは粒子の経路により異なる値を持つ。݀ݔ	μ 	 は座標	

	。の微小差である	μ	ݔ
dsの二乗は、S系と S´系の両座標系において	

ds	2	＝	െܿଶd߬ଶ	

＝	െܿଶdݐଶ൅	dݔଶ൅dݕଶ൅	dݖଶ	
ൌ	െܿଶdݐ´ଶ൅	dݔ´ଶ൅	dݕ´ଶ൅	dݖ´ଶ	

となり，ds	 ሺs	 ሻと dτ	 ሺτ	 ሻもローレンツ変換に対し不変とな

る。すなわち，どの慣性系においても（ローレンツ変換を

しても）同じ値となる。逆に言えばローレンツ変換は，ds	2

がどちらの座標系でも不変になるような座標変換である。

これらは光の場合だけに限らない。光に対しては ds	2	ൌ	0	，

物体の運動に対しては ds	2൏	0となる。	

 座標変換に対し不変なものをスカラーといい，ds	を不変

距離（固有距離）という。３次元の空間における距離	 dݎ	ଶ＝	

dݔଶ＋dݕଶ＋dݖଶ	 に対応し，この場合座標の回転に対して距

離dｒは不変で，成分	 dݔ, dݕ, dݖ	は座標変換に対し変わる。

dsはローレンツ変換に対して不変となる。	

上式ሾ1ሿは世界間隔と時空との関係を示し，3 次元の距離

を拡張したものである。特殊相対論の基本は，時空が，慣

性系間の観測者の変換に対し，世界間隔が不変になるよう

に決められているということである。	

dτは，上式から	 	

dτ	＝ට1 െ ቀ
௩

௖
ቁ
ଶ
	 dݐ	

で，dݐ	は S系での時間間隔，dτ	は S´系での時間間隔であ

る。なお，ݒ	は S系からみた S´系の速さで，これは S´系に

静止している粒子の速さとも考えられ，S系からみた粒子の

速さである。dτ	は，粒子が静止している座標系または粒子

自身が持つ時計での時間間隔で固有時という。	

 経路にそって積分したτもローレンツ変換に対し不変で

あり，s	が最小の経路の時，τは最大となる。	

物理では物理的変化量をごく小さい領域での変化を考

え，微分で表すことが多い。ሺ微分形ሻ それから積分を用い

て広い領域での変化を求める。また，座標ሺ,ݔ	,ݕ	ݖሻ	 は位置ベ

クトルの成分として原点に関係するが，微分形（dݔ,	dݕ, dݖ	ሻ

は，変化量だけが対象で原点を問題としない本来のベクト

ルとなる。位置ベクトルは束縛ベクトルとよばれ，特別な

ベクトルである。また一般に、座標変換において微分形は

無限小において互いに線形の関係になる。	

・相対論的運動方程式	

特殊相対性理論では法則の形は，ローレンツ変換に対し

て同じ形にならなければならない。ニュートンの運動方程

式	

d࢖
ݐ݀

	ࡲ＝

はこの要請を満たさない。	

相対性原理を満たす（ローレンツ変換に対して方程式の

形が変わらない）相対論的運動方程式は，次のようである。	

ୢ௣	ഋ

ௗఛ
	ߤ	݂	＝ ሺߤ	 ൌ	0,	1,	2,	3	ሻ 	 ሾ相対論的運動方程式ሿ	

ఓ	ݑ ൌ 	
dݔ	ߤ

݀߬
	

を４元速度という。	

 	

଴	ݑ ൌ 	
dݔ	0

݀߬
ൌ
dݔ	0

ݐ݀
	
dݐ
݀߬
	ൌ 	

ܿ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

2
	

ଵ	ݑ ൌ 	
dݔ	1

݀߬
ൌ
dݔ	1

ݐ݀
	
dݐ
݀߬
	ൌ 	

ݔݒ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

2
	

ଶ	ݑ ൌ 	
dݔ	2

݀߬
ൌ
dݔ	2

ݐ݀
	
dݐ
݀߬
	ൌ 	

ݕݒ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

2
	

ଷ	ݑ ൌ 	
dݔ	3

݀߬
ൌ
dݔ	3

ݐ݀
	
dݐ
݀߬
	ൌ 	

ݖݒ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

2
	

,௫ݒ ,௬ݒ	 	௭ݒ は通常の速度である。	

また，	

ఓ	݌ ൌ 	݉଴ݑఓ	

を 4元運動量といい，	

,଴	݌） ,ଶ	݌	,ଵ	݌ ሻ＝ቆ	ଷ	݌
௠బ௖

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
,

௠బ௩ೣ

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
,
௠బ௩೤

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
,

௠బ௩೥

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మቇ 	

4元運動量の大きさは，ローレンツ変換に対して不変で	

෍݌	ఓ	݌ఓ
ఓ

ൌ 	െ	݉0
2ܿଶ	

である。	

4元力	 ݂	ఓ	は	

（݂	0, ݂	1, ݂	ଶ, ݂	ଷ	ሻ	

＝ቌ
ࡲ・࢜	

ܿට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

ଶ
,

௫ܨ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

ଶ
,

௬ܨ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

ଶ
,

௭ܨ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

ଶቍ
	

また，ߤ	 ൌ	0の場合の式は，	

	＝ܧ
݉଴ܿଶ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

ଶ
	

と関係している。この式は，種々の形態を持つエネルギー

は質量を持ち，また，質量はいろいろなエネルギーに転化

される場合があることを示す。	

○電磁場のローレンツ変換	

次のマクスウェル方程式	

	＝	ሻ	ሺ࢞,t	D・׏ ρ	ሺ࢞,t	ሻ 電場のガウスの法則	

	＝	ሻ	ሺ࢞,t	B・׏ 0  磁場のガウスの法則	
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	－＝	ሻ	ሺ࢞,t	ൈE	׏
ப࡮ሺ࢞,௧	ሻ

ப௧
 	 ファラデ―の法則	

	＝	ሻ	ሺ࢞,t	ൈH	׏ 	࢏ ሺ࢞,t	ሻ൅	
பࡰሺ࢞,௧	ሻ

ப௧
	  アンペール‐マクスウェ

ル   の法則	

ሾ	D	 ＝	 	,	଴Eߝ 	 D	＝	
ଵ

ఓబ
B	ሿ	

は，ローレンツ変換に対して同じ形になる。すなわち，S系

でも S´系でも物理量の関係式（方程式）はローレンツ変換

に対して同じように変換され，	

	＝	´ሻ	ሺ࢞´,t	´	D・´´׏ ρ´ሺ࢞´,t	´ሻ	

	＝	ሻ	´	ሺ࢞´,t	´	B・´´׏ 0	

	－＝	´ሻ	´ሺ࢞´,t	ൈE	´´׏
ப࡮´ሺ࢞´,௧´	ሻ

ப௧´
	

	＝	´ሻ	ሺ࢞´,t	´	ൈH´´׏ 	´࢏ ሺ࢞´,t	´ሻ൅	
பࡰ´ሺ࢞´,௧´	ሻ

ப௧´
	

となり，S 系での方程式が S´系では物理量や座標に	 ´	（プ

ライム）を付けたものになる。これは次のことを用いて示

される：	

 マクスウェル方程式の物理量はベクトルで表され，各成

分について考える。	

	ሺ＝´´׏
ப

ப௫ᇲ
	 ,	 ப

ப௬ᇲ
	 ,	

ப

ப௫ᇲ
	ሻ	

偏微分の変数変換の公式	による	

,ݔሺܨ＝ܨ 	ｔ´൯,´ݔ൫ݐ＝ݐ，	ｔ´൯,´ݔ൫	ݔ＝ݔ	，	ሻݐ

ப

ப௫ᇲ
＝	

ப௫

ப௫ᇲ
ப

ப௫
൅	

ப௧

ப௫ᇲ
ப

ப௧
	 ,	

ப

ப௧ᇲ
＝	

ப௫

ப௧ᇲ
ப

ப௫
൅	

ப௧

ப௧ᇲ
ப

ப௧
	 ,	

また、ローレンツ変換から	

ப௫

ப௫ᇲ
＝	

ଵ

ටଵିቀ
ݒ

ܿ
ቁ
మ
	 ,	

ப௧

ப௫ᇲ
＝

ଵ

ටଵିቀ
ݒ

ܿ
ቁ
మ
	
ｖ

௖మ
	

これらから	
ப

ப௫ᇲ
＝	

ଵ

ටଵିቀ
ݒ

ܿ
ቁ
మ
ሺ
ப

ப௫
൅

௩

௖మ
ப

பｔ
）	

ப

ப௧ᇲ
＝	

ଵ

ටଵିቀ
ݒ

ܿ
ቁ
మ
ሺݒ

ப

ப௫
൅

ப

பｔ
	ሻ	

ப

ப௬ᇲ
＝

ப

ப௬
	 ,	

ப

ப௭ᇲ
＝

ப

ப௭
	 .	

さらに，S系と S´系での電場 Eと磁場 B	 についての次の関

係	

	＝´௬ܧ，௫ܧ	＝´௫ܧ
൫ா೤െݒ஻೥൯

ට1െቀݒ
ܿ
ቁ
2
	＝´௭ܧ，	

ቀா೥＋ݒ஻೤ቁ

ට1െቀݒ
ܿ
ቁ
2
	

	＝´௬ܤ，௫ܤ	＝´௫ܤ
ቀ࡮െ	 ࢜

ܿ2
ൈࡱቁ

೤

ටଵିቀ
ೡ
೎
ቁ
మ
,	 	 	＝´ｚܤ

ቀ࡮െ	 ࢜
ܿ2
ൈࡱቁ

ݖ

ට1െቀܿݒቁ
2
	

を用いる。これらの条件のもとで，マクスウェル方程式の S´

系での方程式が，ローレンツ変換をしても同じ形（	マクス

ウェル方程式に	 ´	 をつけた方程式）になっていることが示

される。	

 例えば，S 系でみて，点電荷が速度	 で移動している	ݒ

とすると	

	＝	ሻ	ሺ࢞,t	E・׏
ଵ

ఌబ
ρ＝	

ଵ

ఌబ
ݔδሺݍ െ 	ሻδሺｙሻδሺｚሻ	tݒ

は，S´系では，	

பாೣ´

ப௫ᇲ
＝	

ଵ

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	ሺ

ப

ப௫
൅

௩

௖మ
ப

பｔ
	௫ܧ（

´௬ܧ∂
ᇱݕ∂

＝
∂
ݕ∂
	
൫ܧ௬ െ ௭൯ܤݒ

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

ଶ
	

´௭ܧ∂
ᇱݖ∂

＝
∂
ݖ∂
൫ܧ௭＋ܤݒ௬൯

ට1 െ ቀ
ݒ
ܿቁ

ଶ
	

より	

´ ＝ට1	E・´´׏ െ ቀ
ݒ

ܿ
ቁ
ଶ
		൛ࡱ・ߘ െ ࢜ሺሺߘ	 ൈ ሻ௫࡮ െ

ଵ

௖మ
பݔܧ
பｔ
ቁൠ	

となり	

	＝´	E・´´׏
ଵ

ఌబ

ଵ

ටଵିቀ
ೡ
೎
ቁ
మ
qδሺݔ െ 	.	ሻδሺｙሻδሺｚሻ	tݒ

ଵ

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
δሺݔ െ 	ൌ	ሻ	tݒ ߜ

௫ି௩௧	

ටଵିቀೡ
೎
ቁ
మ
	ൌ 	ᇱሻݔሺߜ	

ここで	

	E・׏ 	＝	
ଵ

ఌబ
ρ，ሺߘ	 ൈ 	ሻ௫࡮ －	

ଵ

௖మ
பݔܧ
பｔ
	 ൌ	 	଴݅௫ߤ ൌ	

ଵ

ఌబ

௩

௖మ
ρ	

を用いた。また，	

ρ´ሺ࢞´,t	´ሻ	ൌ	qδሺݔᇱሻ	
とすると	

	＝	´ሻ	ሺ࢞´,t	´	D・´´׏ ρ´ሺ࢞´,t	´ሻ	

となる。	

 電場や磁場は，ローレンツ変換に対しては，ベクトルで

はなく，一体となり電磁場のテンソルで表され，マクスウ

ェル方程式はテンソル方程式で表すことができる。	

上式は，ݔ軸方向に一定の速さݒで進む座標系に対するも

のであるが，一般に，非相対論的近似	ቀ
௩

௖
ቁ
ଶ
	 ≪1では，	 	

࢜＋ࡱ＝´ࡱ ൈ 	࡮

	－࡮＝´࡮
࢜

௖మ
ൈ 	．	ࡱ

また，S系で速度 Vで運動している荷電粒子の電磁場中で

の荷電粒子の運動方程式は，	

݉	
ୢమ࢘

ୢ௧మ
	＝ｑሺE	 ＋V	ൈ࡮ሻ	

S´系で	

݉	
ୢమ࢘´

ୢ௧´మ
	＝ｑሺE	´＋V´´ൈ࡮´ሻ	

となる。	
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□一般相対性理論	

	  一般相対性理論は，慣性系間だけでなく任意の座標変換

（一般座標変換）に対する法則の変換性を論じたものであ

る。マクスウェル方程式は電磁場を決める法則であり，一

般相対性理論は，重力に関して理論を展開したものである。

アインシュタインは、	

・どのような座標系（慣性系や加速度系を含む）でも物

理法則（方程式）は同じ形で表される。すなわち，物理

法則は，一般の座標変換に対して法則の形が変わらない。

（共変である。）［一般相対性原理］	

・慣性力	 ሺ加速度系で現れる見かけの力ሻと重力とは本質

的には区別できない。微小領域では、適当な加速度系を

取れば重力の影響をなくすことができる。このような座

標系を局所慣性系という。ሾ等価原理ሿ	

・重力が働かない場合（局所慣性系）では特殊相対論が

成り立つ。	

を原理として理論を展開した。	

一般相対性理論は，これらの原理を組み合わせ，重力の

法則を導き，そして，重力場と空間の歪みとを結びつけた

ものである。	

特殊相対性理論では，物理法則を表す方程式がローレン

ツ変換に対して共変であることを，一般相対性理論は，一

般座標変換に対し共変であることを意味し，物理量はテン

ソルで表されることが要請される。	

・慣性力	

	

見かけの力ともいわれる。ニュートンの運動方程式を満

たす座標系を慣性系といい，慣性系Ｋに対し加速度をもっ

て動く系をＫ´とする。	

質量	 ݉	 の粒子の運動を考え，粒子の位置ベクトルを	 r	

とする。	

r	＝	 r	´൅	 ࢘	଴	
運動方程式は，K系で	

݉
ୢమ࢘

		ｄ௧మ
＝	F	

K´系で表すと，座標変換 r	＝	 r	´൅	 ࢘	଴	 により	

	

݉
dଶ࢘

		ｄݐଶ
＝	݉

dଶሺ࢘´ ൅	࢘	଴	ሻ

		ｄݐଶ
	

から	

݉
		dଶ࢘´

ｄݐଶ
	ࡲ	＝ െ 	݉

dଶ࢘	଴
		dݐଶ

	

となる。
ୢమ࢘	బ
		ୢ௧మ

	は K系に対する K´	 系の加速度で，K´系は慣性

系ではなくニュートンの運動の法則は成り立たないが，運

動の法則の形にすると	ܨ	のほかに	 െ	݉
ୢమ࢘	బ
		ｄ௧మ

 が右辺に加わ

り，K´系の観測者には実際の力ܨにさらにこの力が働いてい

るように見え，これを慣性力という。慣性力は加速度系に

座標変換したときに現れる見かけの力で，反作用が存在し

なく，作用反作用の法則を満たさない。	

・一般座標変換	

一般相対論では，斜交座標系や，曲線座標系などにおけ

る一般座標系間の座標変換を考える。	

一般の４次元時空での座標変換 

	ൌ		ఓ´ݔ ݂ఓሺ	ݔఔሻ	

を考える。ݔఓ は点 P のもとの座標系での座標，ݔఓ´ は変

換された座標系での座標である。	

一般座標系間の座標変換（一般座標変換）に対しても，

スカラー，ベクトル，テンソルが定義できる。	

・ベクトルの反変成分と共変成分	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

࢘	଴

r	 r	´	

O	
K	

	ݔ

ｚ	

P	

K ´

O´	

y	

F	

y ´

z ´	

	´ݔ

図 4 並進加速系 

 2ܣ

 1ܣ	ଵܣ
 

P	

図 5 斜交軸系

	ଶܣ

A	

ଵࢋ

ଶࢋ

 2ܣ

 1ܣ	ଵܣ

P	

図 6 斜交軸系の反変成分と共変成分

	ଶܣ

A	

	ଵܣ

 1ࢋ

2ࢋ

ଶܣ

	ଵݔ

ଶݔ

 1ݔ

 2ݔ
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例えば，２次元のユークリッド空間の斜交軸の場合，ベ

クトルの成分の取り方は 2通りある。図の（2ܣ，1ܣ）ሾ	ベク

トル	 	࡭ の座標軸に平行な正射影成分ሿをこのベクトルの反

変成分，ሺܣଵ, 	ベクトル	ଶሻ ሾܣ	 	࡭ の座標軸に垂直な正射影成	

分ሿを共変成分という。	

1 つのベクトル A は 

࡭ ൌ ଵࢋଵܣ ൅ ଶࢋଶܣ ൌ ଵࢋଵܣ ൅  ଶࢋଶܣ

と２通りに表される。基底ベクトルは	

௝ࢋ・௜ࢋ ൌ ௝		ߜ
௜  

の関係がある。ሺܣଵ, ，ଶሻを成分とするものを反変ベクトルܣ

ሺܣଵ, ଶሻ を成分とするものを共変ベクトルという。反変ベクܣ

トルは， 

࡭ ൌ ෌ ௜௜ࢋ௜ܣ
௜ܣ， ൌ  ௜ࢋ・࡭	

である。 

  反変ベクトルは，その成分が 

´௜ܣ ൌ 	∑ ௝ܽ
௜ܣ௝௝ または，	ܣ௜´ ൌ 	෍

ப௫೔´

ப௫ೕ௝
௝ܣ	  

と変換され， 

共変ベクトルは，その成分が 

´௜ܣ ൌ 	෍
௝ݔ∂

´௜ݔ∂
௝ܣ

௝

	

と変換される。 

ଶをࢋ，ଵࢋ，ଶ を基底ベクトル（共変基底ベクトル）ࢋ	，ଵࢋ

双対基底ベクトル(反変基底ベクトル)という。これは，基底

ベクトルを別の基底ベクトルに変換したもので，座標変換

に対しベクトルの成分と基底ベクトルは異なる変換をされ

る。すなわち，反変成分は元の座標系の基底ベクトルと逆

に変換され，共変ベクトルは元の座標系の基底ベクトルと

同様に変換される。ベクトルの反変成分と基底ベクトルを

結合したものとベクトルの共変成分と双対基底ベクトルを

結合したもの（ベクトル自身）が座標変換に対し不変とな

る。たとえば，࡭ ൌ ∑ ௜௜ࢋ௜ܣ において， 

´௜ࢋ ൌ 	෍
∂௫ೕ

∂௫೔´
௝ࢋ

௝
´௜ܣ，  ൌ 	෍

ப௫೔´

ப௫ೕ௝
 ௝ܣ	

より 

෍ࢋ´݅ܣ௜´
௜

ൌ෍ቌ෎
´௜ݔ∂
௞ݔ∂

௞

൭෍	௞ቍܣ	
௟ݔ∂

´௜ݔ∂
௟ࢋ

௟

൱
௜

	

ൌ 	෎
´௜ݔ∂
௞ݔ∂

௜,௞,௟

௟ݔ∂

´௜ݔ∂
௟ࢋ௞ܣ	 	ൌ ෍ߜ௞

௟

௞,௟ 	

௟ࢋ௞ܣ

ൌ෍ܣ௞ࢋ௞
௞

 

添え字 ݇ を ݅ に変えれば 

෍ࢋ´݅ܣ௜´
௜

ൌ ෍ܣ௜ࢋ௜
௜

 

が成り立つ。 

非直交系では反変ベクトルと共変ベクトルの違いが重要

となる。ただし，直交座標系では基底ベクトルと双対基底

ベクトルは同じで，反変成分と共変成分は同じになり，区

別はない。 

テンソルも反変テンソル，共変テンソル，混合テンソル

がある。 

・斜交軸間の座標変換 

一般に，複数の座標系の関係式は一次結合とはならない。

（例えば，球座標 (	ݎ, ,ߠ ,ݔ	) ሻと斜交座標	ߔ ,ݕ ，ሻ）しかし	ݖ

それらの微分は線形（1 次結合）となり，  

dݔ	＝	 ܽଵଵdݎ ൅		ܽଵଶdߠ	 ൅	ܽଵଷdߔ 

のように表される。1 つの座標系の微分 dݔ はもう一つの座

標系の微分 dݔ´ への変換は，微分の規則から 

dݔ௜´ ൌ 	෍
´௜ݔ∂
௝ݔ∂

௝

dݔ௝	

となる。微分線要素は反変量である。 

ベクトルは ࡭ は座標系の変換 

	ൌ		௜´ݔ ݂௜ሺ	ݔ௝ሻ	

に対しそれぞれの座標系で，反変ベクトルでは， 

࡭ ൌ ଵࢋଵܣ ൅ ଶࢋଶܣ ൌ෍ܣ௜ࢋ௜
௜

 

´࡭ ൌ ´ଵࢋ´ଵܣ ൅ ´ଶࢋ´ଶܣ ൌ෍ܣ௝ ´௝ࢋ´
௝

 

と表される。反変成分は，座標変換に対し 

´௜ܣ ൌ 	෍ܽ௞
௜ ௞ܣ

௞

 

と変換され，基底ベクトルは 

௜ࢋ ൌ 	෍ܽ௜
௞ࢋ௞´

௞

，または ࢋ௞´ ൌ 	෍ܾ௞
௝ࢋ௝

௝

	

と変換されるとすると 

෍ܽ௞
௜
௝ܾ
௞ ൌ ௝ߜ

௜

௞

 

෍ܾ௞
௜

௝ܽ
௞ ൌ ௝ߜ

௜

௞

 

でなければならない。 

共変成分は 

´௜ܣ ൌ 	෍ܾ௜
௝ܣ௝

௝

 

と変換される。 

  

テンソルは， 

ܶ௜௝´ ൌ 	෍ܽ௞
௜ ܽ௟

௝ܶ௞௟

௞,௟

 

と変換されるものを反変テンソルという。 

 また， 

Ｔ
௜௝
´ ൌ 	෍ܾ௜

௞
௝ܾ
௟Ｔ

௞௟
௞,௟

 

と変換されるものを共変テンソルという。 
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○リーマン幾何学 

リーマン幾何学は	 n	次元の幾何学で，曲面の幾何学から

一般化し，ゆがんだ空間を扱うものである。	

	

曲線座標（球面座標はその 1例）などの座標系を設定し，

2点間のいろいろな曲線の長さの最小値を距離と定義し，曲

線の微小距離 ds	とその成分である微小座標差	 dݔ௜	との関

係を	

ds	2＝	d࢘･d࢘	

ൌ 	෌ ௜௜ݔd	݅ࢋ
･∑ ௝ݔd݆ࢋ ൌ௜ ∑ ݃௜௝dݔ௜dݔ௝௜,௝         	

ሺ	 	௝ࢋ･	௜ࢋ ൌ ݃௜௝ ሻ	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ሾ2ሿ	

とし、	݃௜௝を計量テンソルと言う。ここでは，座標の目盛は

直接に物理的意味と対応しなくても良い。距離 ds	は，どの	

ような座標系でも同じで，一般座標変換しても不変であり，	

ds	2	ൌ	 dݏ´ଶ	 ． 

微小座標成分	 dݔ௜	と計量	 ݃௜௝	 は変わり，		݃௜௝	は	

ds	2＝෌ ݃´௞௟dݔ´௞dݔ´௟௞,௟
,	 ݃´௞௟ ൌ 	෍

ࣔ࢞೔

ࣔ௫´ೖ௜,௝
	
ࣔ࢞ೕ

ࣔ௫´೗
	݃௜௝	 	

 	 	 	    	 	 	 	 	 	 	 ሾ	計量の座標変換	 ሿ	

と変換される。このように，	݃௜௝は座標系の変換に対して変

わり，測定により決められる。	݃௜௝を計量テンソルという。	

 このように任意の座標変換に対し距離が定義された空間

をリーマン空間という。式	 ሾ2ሿ	 は空間の特性を表し，計量

テンソルは曲面の形状を定め，一般相対性理論では時空の

歪みを決める。アインシュタインは，重力場が，時空の計

量を決めると考えた。	

 テンソルで表された方程式	 	ఓఔܤ ൌ	 0	 は一般座標変換に

対し ܤఓఔ´	 ሺݔ´ሻ	 ൌ	0	 となり，共変である。	

・ベクトルの平行移動とベクトルの微分	

 ベクトル場は場による変化量が大切で，これは場の微分

で表される。また，物理の基本法則は微分方程式で表され

る。ベクトルの微分は，近接した 2 点のベクトルの一方を

もう一方に平行移動し，その差である。	

一般座標系では，ベクトル場の微分は成分のみならず，

その基底ベクトルࢋଵ，ࢋଶの微分も大きさと向きが変化する。	

࡭ ൌ ଵࢋଵܣ ൅ 	ଶࢋଶܣ ,	 	

	
࡭ࣔ

ࣔ௫૚
	 ൌ	

ࣔሺ஺భࢋభା஺మࢋమሻ

ࣔ௫૚
	 	

ൌ	
ࣔ஺భ

ࣔ௫૚
	ଵ൅ࢋ

ࣔ஺మ

ࣔ௫૚
	ଶࢋ ൅	 ଵܣ

భࢋࣔ
ࣔ௫૚

	 ൅	 ଶܣ
మࢋࣔ
ࣔ௫૚

	

この基底ベクトルの変化を考慮した微分を共変微分とい

う。リーマン空間のベクトル場の微分はベクトルの成分で

はないが，新たに成分を定義できる。	

ここで	

	∑ ௜௝߁
௞ࢋ௞	௞ ൌ 	

೔ࢋࣔ
ࣔ௫࢐
								 	 	

を定義し，Γをクリストッフェルの記号という。基底ベク

トルの微分は，その場での各基底ベクトルの微分の１次結

合で表され，Γはその基底ベクトルの微分の重みの係数を

表す。クリストッフェルの記号と計量テンソルとの関係は，	

	௞ࢋ・௜ࢋ ൌ 	݃௜௞，	ࢋ௜・ࢋ௝ ൌ ݃௜௝	などから	

௜௝߁
௞ ൌ෍

1
2
݃௞௟ ቆ

߲݃௝௟
௜ݔ߲

൅
߲݃௟௜
௝ݔ߲

െ	
߲݃௜௝
௟ݔ߲

	ቇ
݈

		

となる。	

曲線座標に沿ったベクトルの平行移動はその成分が変

	

	

	

り，	 ௜௝߁
௞	を用いて	

ݔ௜ሺܣ ൅ ∥ሻݔ߂ ൌ ௜௝߁－ሻݔሺ	௜ܣ	
௞ܣݔ߂௜	ሺݔሻ	

と表すことができる。	

௜௝߁
௞	は	 ௜௝߁

௞ ൌ ௝௜߁
௞	とし，これは等価原理と関係している。	

また，共変ベクトル ௜ܸሺݔሻ	の共変微分は	

		
߲ ௜ܸሺݔሻ

௝ݔ߲
	െ	෍߁௜௝

௞

௞

	ሺݔሻܸ	௞ሺݔሻ	

となる。反変ベクトル	 	の共変微分は	ሻݔሺ	௜ܣ

	
ሻݔ௜ሺܣ߲

௞ݔ߲
൅෍߁௝௞

௜

௝

	ሺݔሻܣ௝	ሺݔሻ	

となる。ベクトルの平行移動は共変微分を 0 にする移動で

ある。	

・曲率	

空間の曲がりは	

ܴఙఘఒ
ఓ ൌ

ఒఙ߁߲
ఓ

ఘݔ߲
െ
ఘఙ߁߲

ఓ

ఒݔ߲
൅	෍߁ఘ௞

ఓ

఑

ఒఙ߁
఑ െ	෍߁

఑

	ఒ఑
ఓ ఘఙ఑߁ 	

で表すことができ，リーマン曲率テンソルという。	

○重力場中での粒子の運動（測地線の方程式）	

 自由落下するエレベーター内のように慣性力と重力が打

ち消しあう系ሺ局所慣性系（ܺఓ））での粒子の運動方程式に

図 7 曲線座標系 

 
ݔ ൅  ݔ߂

ݔ ݔ௜ሺܣ ൅ ௜ܣ∥ሻݔ߂ ሺݔሻ

ݔሺ࡭ ൅ ∥ሻݔ߂
 ሻݔ）࡭

図 8 ベクトルの平行移動 
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一般座標変換をして、一般座標（一般の座標系ݔఓ）での，

すなわち等価原理により重力中での粒子の運動方程式を，

計量テンソルを用いて求めることができる。すなわち，局

所慣性系での相対論的運動方程式	

݉
dଶܺఓ

d߬ଶ
＝	0	

から座標変換	

	ൌ		ఓݔ ݂ఓሺ	ܺ଴,	 ܺଵ,	 ܺଶ, ܺଷሻ	

をして求める。	

dଶܺఓ

d߬ଶ
＝	෍

݀
݀߬
൬
dݔఙ

d߬
dܺఓ

dݔఙ
൰

ఙ

	

＝	 	෍
ப௑ഋ

ப௫഑
ୢమ௫഑

ୢఛమఙ
൅	෍

ୢ௫	഑

ௗఛ
	
ୢ௫	ഐ

ௗఛ

பమ௑ഋ

ப௫഑ ப௫ഐఘ,ఙ
	＝0	

	

局所慣性系においては，ローレンツ変換に対する不変量

dsは，非慣性系をこれにより現れる慣性力が重力を打ち消

すようにとり，座標変換した場合やはり不変で，	

ds	2＝∑ ఓఔdܺఓdܺఔఓ,ఔߟ 	

ൌ ∑ ఓఔߟ
ୢ௑ഋ

ୢ௫ഐ
ୢ௑ഌ

ୢ௫഑
dݔఘdݔఙఓ,ఔ ൌ ∑ ݃ఘఙdݔఘdݔఙఘ,ఙ 	 	

	

ఓఔߟ ൌ 	൮

െ1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲	

	
となる。座標系ݔఓでの計量テンソル݃఑ఒは	

݃఑ఒ ൌ 	෍
߲ܺఓ

఑ఓ,ఔݔ߲
	
߲ܺఔ

ఒݔ߲
	ఓఔߟ	

で，座標変換をした運動方程式を	 ݃఑ఒ	を用いて表す。	

ఒݔ߲

߲ܺఓ
	
߲ଶܺఓ

ఙݔఘ߲ݔ߲
ൌ 	

1
2
݃ఒఈ ቆ

߲݃ఈఘ
ఙݔ߲

൅
߲݃ఈఙ
ఘݔ߲

െ	
߲݃ఘఙ
ఈݔ߲

	ቇ ≡ ఘఙఒ߁ 	

を用いて	

ୢమ௫ഊ

ୢఛమ
	 ൅	 ෍ ߪߩ߁

ߣ dݔ	ߩ

݀߬
	dݔ	

ߪ

݀߬ఘ,ఙ
	 ൌ	0	

となる。	

 また，߁ఘఙ
ఓ 	の座標変換に対する変換式は，	

ఉఊ߁
ఓ ´ሺݔ´ሻ ൌ 	

´ఓݔ߲
ఈݔ߲

ఘݔ߲

´ఉݔ߲
ఙݔ߲

´ఊݔ߲
ఘఙఒ߁ ሺݔሻ െ	෎

߲ଶݔఓ´
ఙݔఘ߲ݔ߲

ఘݔ߲

´ఉݔ߲
ఙݔ߲

´ఊݔ߲
ఘ,ఙ

	

で与えられる。	

局所慣性系はその点で重力の効果が消える	 ఉఊ߁
ఓ
＝0	とな

る座標系である。上式で	 	系を´ݔ ܺ	系にとれば	
	ൌ´ݔ ܺఓ,	 ఉఊ߁

ఓ ´ሺݔ´ሻ ൌ 0	

より	

߲ଶܺఓ

ఙݔఘ߲ݔ߲
ൌ 		

߲ܺఔ

ఒݔ߲
ఘఙ߁
ఓ ሺݔሻ	

が導かれる。これを局所慣性系での運動方程式	

dଶܺఓ

d߬ଶ
＝0	

に代入し	

ୢమ௫ഊ

ୢఛమ
	 ൅෍ ߪߩ߁

ߣ dݔ	ߩ

݀߬
	dݔ	

ߪ

݀߬ఘ,ఙ
	 ൌ	0	

が得られる。	

これが一般座標系で変換された慣性力の，すなわち、等

価原理により重力のある系での運動方程式であり，一般座

標変換に対して共変であることも証明できる。計量テンソ

ルは重力場を与えるポテンシャルと関係している。	

なお、1次座標変換に対し߁ఘఙ
ఓ ሺ0ሻ ൌ 0	ならば変換後も	

ఘఙ߁
ఓ ´ሺ0ሻ ൌ 0	である。	

次の式は，測地線の方程式といわれる。	

ୢమ௫೗

ୢ௦మ
	 ൅	 ෍ ݆݇߁

݈ dݔ	݆

ݏ݀
	dݔ	

݇

௝,௞ݏ݀
	 ൌ	 0 ．	 	 	 ሾ	 測地線の方程式	 ሿ	

添え字を時空座標で用いるギリシャ文字で表し、ds	2＝

െܿଶd߬ଶと置くと前式と同じものになる。	

測地線	 ௟ݔ ൌ は，曲面上の	ሻݏ௟ሺݔ 2点を結ぶ最短の経路で

ある。重力以外の力が働いていないとき，光や自由物体は

測地線に沿って運動することになる。	݃௜௝を決める方程式が

次の重力場の方程式である。	

○重力場の方程式	

 一般座標変換に対して法則の形が変わらないという一般

相対性原理から物理量はテンソルで表され，物理法則はテ

ンソルの関係式であることが要請される。	

 ニュートンの万有引力	

F	 ܩ	－＝
ெ௠

௥మ
	

	万有引力定数：ܩ

は，特殊相対論により光速より早く伝わるものはないこと

から，離れた物体間で働く力は場を介在して伝わると考え，

場によって記述される。ሺ近接作用ሻ すなわち，片方の物体

によりその周りに力の場ができ，もう一方の物体をその位

置に置いたとき場により力を受ける。この力の場をポテン

シャル（位置エネルギーと関係）Φ	ሺ࢘ሻで表し，	

F	 	׏，	Φሺ࢘ሻ׏݉－＝ 	 ≡	 	࢏ 		డ

			డ	௫
	 ൅	࢐	 ப

ப୷
	 ൅	࢑	 ப

ப௭
	 ,	

Φ	ሺ࢘ሻ	＝－ܩ
ெ

௥
．	

また，この万有引力ሺ重力ሻの場は次の方程式を満たす。	

ΔΦ	ሺ࢘ሻ＝４πGρ	ሺ࢘ሻ，ρ	；場をつくる物体の質量密度	

アインシュタインは，重力場は，任意の座標変換により法

則の形が不変のものはリーマン空間のテンソル方程式にな

っていればよいので，テンソル式で表され，歪みが小さい

ときは上式を満たすものと考え，相対性理論での重力の場

の方程式	

ൌ	ሺ	ߥఓܩ 	ܴ
ఓߥ	

－	 1
2
ܴ݃ఓߥ	 ሻ	 ＝	 －	

ܩߨ８
ܿ4

ܶఓߥ	 	 	 	 	

	 	 	 ሾ	 重力場の方程式	 ሿ	 	

を導いた。これをアインシュタインの重力場方程式という。
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	݃ఓߥ	は計量テンソル，ܴఓߥ	 は	

ܴఓߥ ൌ 	ܴఙఘఒ
ఓ 	

でリッチテンソルと呼ばれ，R		はスカラー曲率である。ܩఓߥ		
はアインシュタインテンソル， ఓܶߥ	は	

ఓܶߥ ൌ 	ఔݑఓݑߩ

でエネルギー運動量テンソルと呼ばれ，ݑఓ	は 4元速度であ

る。	

左辺が時空の歪みに関する量で，右辺は、質量とエネル

ギーとが等価であり、空間の歪みを生じる物質に関する量

である。物質は空間を曲げ，また物体はこの式で決まる時

空の歪みに沿って運動する。	

重力中での粒子の運動からアインシュタインの重力方程

式の	ܶఓߥ	 が決まり，アインシュタインの重力方程式を解い

て得られる	݃ఓߥから	

ds	2＝∑ ݃ఓఔdݔఓdݔఔఓ,ఔ 	

より時空の歪みが求められる。	

一般相対性理論は，加速度系での慣性力と重力とを結び

付け，一般の座標変換によって不変な物理法則を求め，重

力場を時空の歪みと結び付けたものである。	
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